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1 ÚvodemPøedlo¾ený text se zabývá kvantovými vlastnostmi svìtla. Výklad seskládá ze ètyø blokù.Ve druhé a tøetí kapitole oddìlíme elektromagne
ti
ké záøení odhmoty. Nejedná se o rozpínání vesmíru, ale o formální krok, kterýmse odèlení elektrostati
ká interak
e èásti
 ve stabilní
h atome
h odvolný
h elektromagneti
ký
h vln. Zatím
o elektrostati
kou interak
ipopí¹eme Coulombi
kým poten
iálem, tak jak je zaøazena do teorieatomù v kursu kvanové me
haniky, pro elektromagneti
ké vlny (tedysvìtlo) dostaneme vlnovou rovni
i s kvantovanou apmlitudou vln. Na-kone
 odvodíme Hamiltonián pro svìtlo ve druhém kvantování a in-terak
i mezi atomy a svìtlem.Ve ètvrté a¾ sedmé kapitole spoèteme rùzné stavy elektromagne-ti
kého záøení. Nejprve vlastní stavy Hamiltoniánu svìtla { od elek-tromagneti
kého vakua po stavy s ostrým poètem fotonù. Tyto stavynejsou vhodné k popisu klasi
kého svìtla. K tomu úèelu zavedemekoherentní stavy. Jako kvantovì-me
hani
ká zvlá¹tnost jsou ukázánytzv. stlaèené stavy. Pro popis svìtla od tepelný
h zdrojù zavedemestavy smí¹ené.V osmé a¾ desáté kapitole se budeme vìnovat vyzáøení a zá
hytujednoho fotonu jedním atomem. Odvodíme dobu ¾ivota vybuzenéhostavu atomu a její dùsledek na spektrum fotonù vyzáøený
h plynem.Zapoèteme i ne¾ádou
í me
hanismy ovlivòují
í pozorované spektrálníèáry a na vypalování dìr do spektrální èáry si uká¾eme, jak se nìkteréne¾ádou
í vlivy dají experimentálnì vylouèit.V jedená
té a¾ tøiná
té kapitole se zamìøíme na nelineární odezvujednoho atomu v silném elektromagneti
kém poli laseru. Pro jedenlaserový svazek odvodíme vliv síly pole na ¹íøku absorpèní èáry, satu-ra
i absorpèní s
hopnosti plynu a Rabiho os
ila
e poètu ex
itovaný
hatomù v plynu. Nelineární interak
i dvou laserový
h svazkù o rùzný
hbarvá
h si uká¾eme na atome
h se dvìma stabilními stavy a jednímex
itovaným, tzv. �-systéme
h. Spoèteme svìtlem indukovanou prù-zraènost a svìtlem sní¾enou ry
hlost svìtla a¾ témìø k jeho zastavení.
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2 Maxwellovy rovni
ePøedpokládám, ¾e ètenáø ji¾ pro¹el kursem klasi
ké teorie elektromag-neti
kého pole. Pak tedy ví nebo tu¹í, 
o je to intensita elektri
kéhopole E a vektor magneti
ké induk
e B. Budeme jim øíkat krát
e elek-tri
ké a magneti
ké pole.Zdrojem elektri
kého pole je hustota elektri
kého náboje �, krát
enáboj. Zdrojem magneti
kého pole je hustota elektri
kého proudu j,krát
e proud. Toto vymezení zdrojù je jen pøibli¾né a pøesnì platíjen pro èasovì nezávislá pole. Pokud se pole mìní s èasem, jsou jeji
hhodnoty dány Maxwellovými rovni
emir�B� �� �tE = �j (1)r� E+ �tB = 0 (2)�rE = � (3)rB = 0: (4)Zde � � "0 je elektri
ká permitivita vakua. Podobnì, � � �0 je magne-ti
ká permeabilita vakua. Èasovou deriva
i zkra
ujeme takto �t � ��t.Pro zápis diferen
iální
h opera
í pou¾íváme oprátor `nabla'r �  ��x; ��y ; ��z! ; (5)pøes který vyjadøujeme rota
i rotA � r � A formou vektorovéhosouèinu a divergen
i divA � rA jako skalární souèin.2.1 Volné a vázané poleV systéme
h atomù vyzaøují
í
h svìtlo èi pohl
ují
í
h svìtlo z vnìj¹íhozdroje hraje elektri
ké pole dvojí úlohu. Jednak je souèástí vyzaøova-ného i dopadají
ího svìtla. Souèasnì je elektri
ké pole nejvýznamìj¹íinterak
í urèují
í strukturu atomù. Tyto dvì úlohy vy¾adují rùznépopisy.Svìtlo se pohybuje a je nutné ho popsat z úplného øe¹ení Maxwello-vý
h rovni
. Jediné 
o mù¾eme zjednodu¹it je jeho interak
e s atomy,která se bì¾nì popisuje jako poru
ha k pohybu volného pole.Z
ela opaèný pøístup vy¾adují atomy. Interak
e mezi elektrony a já-dry je pøi úplném zapoètení dynamiky polí neøe¹itelná. Pro vìt¹inu4



atomù je dostateènì dobrým pøiblí¾ením, kdy¾ elektri
ké pole nahra-díme Coulombovým poten
iálem. Coulombùv poten
iál závisí pouzena okam¾itý
h polohá
h nabitý
h èásti
 a z
ela zanedbává mo¾nostvlastního èasového vývoje elektri
kého pole.Dvì rùzné úlohy a s nimi spojená dvì z
ela rùzná pøiblí¾ení by velmikomplikovaly formula
i rovni
 pro elektromagneti
ké pole. Na¹tìstíse oba pøíspìvky dají od sebe oddìlit ji¾ na velmi obe
né úrovni.Vyèleníme Coulombovu interak
i pøe
hodem k elektromagneti
kýmpoten
iálùm.Z Maxwellovy rovni
e (4) plyne, ¾e existuje vektorový poten
iál A,takový ¾e B = r�A: (6)Dosazením vztahu (6) do (2) dostanemer�(E+�tA) = 0. Elektri
képole se tedy mù¾e li¹it od èasové deriva
e vektorového poten
iálu Apouze o pole s nulovou rota
í. Pole s nulovou rota
í lze vyjádøit jakogradient skalárního poten
iálu �, tak¾eE = ��tA�r�: (7)Poten
iály A a � nejsou urèeny jednoznaènì. Pomo
í libovolnéskalární funk
e � mù¾eme vytvoøit jiné poten
iály A0 = A + r�a �0 = � � �t�, které dávají stejné elektri
ké a magneti
ké pole.Tato tzv. kalibraèní invarian
e nám dává mo¾nost zvolit si poten
iá-ly, ve který
h je dìlba na okam¾itou interak
i a pohybují
í se svìtlo
o nejpohodlnìj¹í. Omezíme vektorový poten
iál tzv. Coulombi
koukalibraèní podmínkou rA = 0: (8)Nyní ji¾ mù¾eme dosadit poten
iály do Maxwellový
h rovni
 a na-jít jeji
h pohybové rovni
e. Dosazením (7) za podmínky (8) do (3)dostaneme ��r2� = �: (9)Skalární poten
iál je tedy okam¾itou funk
í rozlo¾ení náboje, tak jakse to pøedpokládá pøi pou¾ití okam¾ité Coulombovy interak
e mezielektrony a jádry. Volbou kalibra
e se nám podaøilo vyèlenit okam¾i-tou interak
i do skalárního poten
iálu.5



Dynami
ké 
hování elektromagneti
kého pole je popsáno pouze vek-torovým poten
iálem A. Dosazením (6) a (7) za podmínky (8) do (1)toti¾ dostaneme (�� �2t �r2)A = � (j� �r�t�): (10)Soustava rovni
 (6-10) poskytuje elektri
ká a magneti
ká pole, kteráøe¹í soustavu Maxwellový
h rovni
. Okam¾itá interak
e je pokrytaskalárním poten
iálem �, jeho¾ formální øe¹ení je toto¾né s Coulom-bovou interak
í �(r; t) = Z dr0 �(r0; t)4�� jr0 � rj : (11)2.2 Podélné a pøíèné polePøi Coulombovì kalibra
i závisí vektorový poten
iál i na èasové zmìnìskalárního poten
iálu. Výrazu na pravé stranì (10) se øíká pøíèný(transversální) proud jT = j� �r�t�: (12)Z rovni
e (10) a podmínky (8) plyne rjT = 0. Velikost této slo¾kyproudu se nemìní podél proudni
, tak¾e teèe pouze ve smyèká
h, po-dobnì jako nestlaèitelná kapalina { tøeba voda.Z de�ni
e (12) pøímo plyne, ¾e doplòkový podélný (longitudinální)proud jL = j� jT má nulovou rota
i, r� jL = 0. Z rovni
e kontinuity�t� + rj = 0 je patrné, ¾e pouze podélná slo¾ka proudu pøispívá kezmìnám hustoty náboje �t�+rjL = 0: (13)Podle hodnoty divergen
e a rota
e mù¾eme rozdìlit i elektri
kéa magneti
ké pole na podélné a pøíèné slo¾ky,ET = ��tA; EL = �r�; BT = B; BL = 0: (14)Magneti
ké pole má rB = 0, tak¾e je èistì pøíèné. Elektri
ké pole serozpadá podle pøíspìvkù jednotlivý
h poten
iálù.
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2.3 HamiltoniánNa pøíspìvek podélný
h a pøíèný
h polí lze rozlo¾it i 
elkovou elektro-magneti
kou energii systému,H = Z dr  �2EE+ 12�BB!= Z dr  �2ETET + 12�BTBT!+ Z dr �2ELEL + Z dr�ELET= Z dr  �2ETET + 12�BTBT!+ Z dr �2r�r�� Z dr�r�ET= Z dr  �2ETET + 12�BTBT!� Z dr �2�r2�+ Z dr��rET= Z dr  �2ETET + 12�BTBT!+ 12 Z drdr0 �(r)�(r0)4��jr0 � rj : (15)Tøetí èlen pøedposledního øádku je nulový nebo» rET = 0. V posled-ním øádku jsme dosadili z rovni
 (3) a (11).Okam¾itým Coulombovým poten
iálem se ji¾ nebudeme zabývata budeme jej pova¾ovat za zapoètený v modelu látky, se kterou svìtlointeraguje. Na¹ím 
ílem je podrobný popis svìtla, jeho¾ energie jedána pouze pøíènou slo¾kou.Nakone
 vyjádøíme pøíènou slo¾ku energie pøes deriva
e vektoro-vého poten
iálu,1HT = Z dr  �2ETET + 12�BTBT!= Z dr  �2�tA�tA+ 12�r�Ar�A!= Z dr  �2�tA�tA� 12�Ar2A! : (16)1Z dr r�Ar�A = Z dr "ijkrjAk"ilmrlAm = �"ijk"ilm Z dr AmrlrjAk= �(ÆjlÆkm � ÆjmÆkl)Z dr AmrlrjAk = �Z dr AkrjrjAk = �Z dr Ar2A:Vyu¾ili jsme souèin anti-symetri
ký
h symbolù "ijk"ilm = ÆjlÆkm�ÆjmÆkl, kde v¹e
hny indexy 
hybìjí
í na opaènéstranì rovni
e se sèítají od jedné do tøí. Pøi poslední úpravì jsme pou¾ili kalibraèní podmínku ÆklrlAk = rA = 0.
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2.4 Fourierùv obrazJako ka¾dá vlnová rovni
e, i rovni
e pro vektrový poten
iál se poho-dlnìji øe¹í ve Fourierovì obrazu. Vektorový poten
iál má obrazA�(q) = Z dr e�q A(r) e�iqr: (17)Oproti obvyklé Fourierovì transforma
i je ve výrazu pøidána pro-jek
e na vektor e�q. Tento vektor je jednotkový je�qj = 1 a kolmý navlnový vektor qe�q = 0. Existují tedy pouze dva nezávislé vektory,� = 1; 2, do který
h mù¾eme poten
iál rozlo¾it. Slo¾ka vektorovéhopoten
iálu ve smìru vlnového vektoru je nulová podle kalibraèní pod-mínky rA = iqA = 0.Zpìtná transforma
e jeA(r) = 2X�=1 Z dq(2�)3 e�q A�(q) eiqr: (18)2.5 Diskrétní vlnové vektoryZápis poten
iálu a dal¹í
h velièin pøes Fourierovy obrazy vede na zby-teènì nepøehledné vzor
e. Místo spojitého vlnového vektoru budemeuva¾ovat diskrétní hodnoty umístìné do støedù malý
h kry
hlí ob-jemu � = dqx dqy dqz. Vlnové vektory, které jsou násobkem dqx jsouperiodi
ké na intervalu Lx = 2�=dqx. Funk
e sestrojená z diskrétní
hhodnot vlnového vektoru je periodi
kým opakováním motivu z jed-noho kvádru o objemu 
 = LxLyLz = (2�)3=�.Integra
e je pak nahrazena souètem pøes diskrétní hodnotyZ dq(2�)3 : : : = Xq �(2�)3 : : : (19)Aby
hom se vyhnuli nepøíjemnému vypisování faktoru �(2�)3 , pøijmemeúmluvu, ¾e operátory na diskrétní møí¾i jsou dìleny odmo
ninou ob-jemu, na nìm¾ se motiv opakuje,A�q = vuut �(2�)3A�(q) = vuut 1
A�(q): (20)Vektorový poten
iál je pak rozlo¾en do slo¾ekA(r) = X�q f�q(r)A�q; (21)8



kde f�q(r) = vuut �(2�)3 e�q eiqr = vuut 1
 e�q eiqr (22)je vlnová funk
e rovinné vlny normovaná na objemu 
Z
 dr f�q(r)f��k(r) = Æ�k�q: (23)Diskrétní hodnotu vlnového vektoru a polariza
e budeme nazývat mo-dem. Øíkáme napøíklad, ¾e f�q je vlnová funk
e modu �q.3 Kvantování svìtlaVolné pole vytváøí vlny, které pøená¹ejí energii. Uva¾ujme jednu vlnuo vlnovém vektoru q, frekven
i !q a polariza
i e�q. Maxwellovy rov-ni
e kladou na tyto velièiny øadu omezení.Pøednì, vektorový poten
iál je reálný, tak¾e musíme zahrnout i Fou-rierovu slo¾ku s opaèným vlnovým vektorem, tedy komplexnì sdru-¾enou èást, A(r; t) = A�q e�qei(qr�!qt) + A��q e�qe�i(qr�!qt). Druhéomezení plyne z kalibraèní podmíky a je ji¾ zahrnuto do volby pola-rizaèního vektoru. Za tøetí, aby vektorový poten
iál øe¹il pohybovourovni
i (10) s nulovou pravou stranou, musí být frekven
e svázánas vlnovým vektorem !q = 
q; (24)kde 
 = 1p�� (25)je ry
hlost svìtla. Tímto výètem jsou vyèerpána klasi
ká omezení.Klasi
ky mù¾e amplituda a tím i energie vlny nabývat libovolnéhodnoty. Kvantový popis svìtla dovoluje v modu �q pouze ty vlny,jeji
h¾ energie je 
eloèíselným násobkem �h!q. Tato podmínka omezujemo¾né hodnoty vektorového poten
iálu.Nadále budeme 
hápat vektorový poten
iálA jako Heisenbergovskýoperátor, jeho¾ hodnoty v rùzný
h èase
h nekomutují. Jako dùsledek,nekomutují A a �tA.Hodnotu komutátoru mezi A a �tA najdeme pomo
í kanoni
kysdru¾eného impulzu Q k vektorovému poten
iálu A. Impulz urèíme9



z Lagrangiánu2 LT = Z dr  �2�tA�tA+ 12�Ar2A! : (26)Pøevedeme Lagrangián do Fourierova obrazu. Po dosazení (18) doLagrangiánu (26) a integra
i pøes prostor dostanemeLT = X�q 0� �2�tA��q�tA�q � q22�A��qA�q1A : (27)Impulz kanoni
ky sdru¾ený s amplitudou vektorového poten
iálu v mo-du �q je deriva
í Lagrangiánu podle ry
hlosti zmìny této amplitudy,Q�q = �LT�(�tA�q) = � �tA��q: (28)Podle Heisenbergova prin
ipu ¾ádná velièina nekomutuje se svýmkanoni
ky sdru¾eným impulzem,Q�qA�k � A�kQ�q = �i�hÆ��Ækq � �i�hÆ�k�qA�qA�k � A�kA�q = 0Q�qQ�k �Q�kQ�q = 0: (29)Druhý øádek pøipomíná, ¾e amplitudy poten
iálu mezi sebou komu-tují. Tøetí øádek platí pro kanoni
ky sdru¾ené impulzy.Nevím, zda se slu¹í pøipomínat, ¾e komutaèní rela
e (29) nelze spl-nit s obyèejnými 
-èíselnými funk
emi. Od této 
hvíle jsou amplitudyA�q i kanoni
ké impulzy Q�q Heisenbergovými operátory. Tyto ope-rátory splòují stejné rovni
e jako klasi
ká pole popsaná 
-èíselnýmiamplitudami. Nebudeme proto zavádìt ¾ádné zvlá¹tní oznaèení ope-rátorù.3.1 Druhé kvantováníSoustava rovni
 (27-29) pøedstavuje kvantový popis volného elektro-magneti
kého pole a mohli by
hom ji nadále u¾ívat v tomto tvaru.Mí
hání slo¾ek q a �q je ale nepohodlné. Proto se volí zápis, ve kte-rém jsou tyto slo¾ky formálnì oddìleny.2Hustota Langranovy funk
e lT = �2�tA�tA+ 12�Ar2A, dává Lagrangeovu rovni
i ��t �lT(�tA) + �lT�A = 0, kteráje toto¾ná s Maxwellovou rovni
í �� �2tA+ 1�r2A = 0. To potvrzuje, ¾e (26) je skuteènì Lagrangián.10



Zavedeme operátor A�q jako souèet dvou slo¾ekA�q = C�q �ay��q + a�q� : (30)Zde kreaèní operátor ay�q je Hermitovsky sdru¾ený k anihilaènímu ope-rátoru a�q a C�q je pouhé èíslo. Jeliko¾ impulz splòuje vztah (28), tedyQ�q = � �tA��q, musí být vyjádøen pøes kreaèní a anihilaèní operátorynásledovnì3 Q�q = i� !q C�q �ay�q � a��q� : (31)Vztahy (30) a (31) de�nují anihililaèní a kreaèní operátor. Øe¹enímtì
hto rovni
 dostanemea�q = A�q2C�q + i Q��q2� !qC�q ; ay�q = A��q2C�q � i Q�q2� !qC�q : (32)Nyní mù¾eme pouhým dosazením (32) a komutaèní rela
e (29) vy-hodnotit komuta
i anihilaèního a kreaèního operátoru,a�qay�k � ay�ka�q = �h2� !qC2�qÆ�k�q: (33)Pokud 
h
eme aya interpretovat jako operátor poètu kvant svìtla, jenutné jej patøiènì normalizovat. Proto volímeC�q = vuuut �h2� !q = vuut �h2� 
q : (34)Pro kreaèní a anihilaèní operátory platí komutaèní rela
ea�qay�k � ay�ka�q = Æ�k�qa�qa�k � a�ka�q = 0ay�qay�k � ay�kay�q = 0: (35)První øádek vztah (33) pøi volbì (34). Druhý a tøetí vztah z této sadyøíká, ¾e anihilaèní a kreaèní operátory komutují v¾dy se shodným ope-rátorem. Jeji
h dùkaz je jednodu
hý. Pro � = � a q = k jsou tytokomuta
e pouhými identitami. Pro � 6= � nebo q 6= �k je komuta
eoperátorù zaruèena komuta
í operátorù polí A a impulzù Q, viz druhý3Ve srovnání se vztahem (30) jsme zavedli následují
í zmìny. Zamìnili jsme q $ �q a vynásobili �. Èasováderiva
e vnese i!q. Impulz je úmìrný rozdílu kreaèního a anihilaèního operátoru, aby byl lineárnì nezávislý odamplitudy. 11



a tøetí vztah (29). Zbývá jen � = � a q = �k. O platnosti komutaè-ní
h rela
í pro tento pøípad se snadno mù¾ete pøesvìdèit dosazenímkreaèní
h a anihilaèní
h operátorù z výrazù (32).3.2 Hamiltonián ve druhém kvantováníNa kreaèní a anihilaèní operátory pøevedeme v¹e
hny velièiny, se kte-rými se budeme zabývat. Podle (18), (30) a (34) je Heisenbergùv ope-rátor vektorového poten
iálu rovenA(r) = X�q f�q(r)vuuut �h2� !q �ay��q + a�q�= X�q vuuut �h2� !q �f��q(r) ay�q + f�q(r)a�q� : (36)Pøíèné elektri
ké pole ET = ��tA vyhodnotíme z Fourierova ob-razu impulzu. Podle (28) je E�q = �1�Q��q, tak¾e podle (31) je jehooperátor rovenET(r) = �iX�q vuut�h!q2� �f��q(r)ay�q � f�q(r)a�q� : (37)Koneènì magneti
ké pole B = r�A z (36) má operátorB(r) = �iX�q vuuut �h2� !q q� �f��q(r)ay�q � f�q(r)a�q� : (38)Vyjádøení Hamiltoniánu ve druhém kvantování vy¾aduje nìkolikkrokù. Nejprve Hamiltonián (16) pøepí¹eme pøes Fourierovy slo¾kypoten
iálu a impulzu,HT = X�q 0� 12�Q��qQ�q + q22�A��qA�q1A : (39)Pøímým dosazením poten
iálu (30) a impulzu (31) s hodnotami (34)a (24) dostaneme4HT = X�q �h!q12 �ay�qa�q + a�qay�q� : (40)4Pøi úpravì je nutno pou¾ít, ¾e frekven
e ani lineární koe�
ient � nezávisí na znaménku vlnového vektoru.12



Podle komutaèní rela
e (35) lze Hamiltonián (40) pøepsat na nej-obvyklej¹í tvar HT = X�q �h!q ay�qa�q + U0T: (41)Energie základního stavu U0T = 12X�q �h!q; (42)nepøispívá k pohybovým rovni
ím, nebo» komutuje s libovolným ope-rátorem. Na tom ni
 nezmìní ani nepøíjemná skuteènost, ¾e je neko-neèný. Elektromagneti
ké záøení má toti¾ nekoneènì mnoho stupòùvolnosti, nebo» jeho vlnový vektor mù¾e být libovolnì velký. Ka¾dýstupeò volnosti pøispívá ke konstantnímu èlenu energií nulový
h kmitù12�h!q = 12�h
q. Pro velká q suma pøes energie nulový
h kmitù ry
hlediverguje.Podívejme se je¹tì na hybnost S pøená¹enou elektromagneti
kýmpolem. Ta je urèena integrálem Poyntingova vektoru S = R dr �E�B.Dosadíme za obì pole rozklad do druhého kvantování, tj. výrazy (37)a (38), a upravíme5S = �X�q�k Z dr f�k � q� f�q�h2(ay��k � a�k)(�ay��q � a�q)= X�q� e�q � q� e�q�h2(ay�q � a��q)(ay��q + a�q)= X�q �hq12(ay�q � a��q)(ay��q + a�q)= X�q �hq ay�qa�q: (43)Hybnost elektromagneti
kého pole je tedy souètem impulzù jednotli-vý
h kvant.3.3 Casimirova síla�Pøesto¾e energie základního stavu U0T nepøispívá k pohybovým rovni-
ím pro elektromagneti
ké vlny, je èástí 
elkové energie systému. Její5Integra
e pøes prostor vede na Ækq. Touto Æ odstraníme impulz k. Vektorové souèiny zjednodu¹íme identitouA � B � C = B(AC) � C(AB), kalibraèní podmínkou qe�q = 0 a pomo
í ortogonality polarizaèní
h vektorùe�qe�q = Æ�� pøesèítáme index �. Nakone
 pou¾ijeme symetrii vùèi zámìnì q$ �q a vylouèíme li
hé pøíspìvky.13



pøíspìvek je mìøitelný jako tzv. Casimirova síla mezi dvìmi vodivýmipøedmìty. Výpoèet Casimirovy je zdlouhavý a tato kapitola je urèenapouze zájem
ùm.Uva¾ujme dvì rovnobì¾né ideálnì vodivé desky o plo¹e S ve vzdá-lenosti L. Plo
ha je veliká, S � L2, tak¾e je mù¾eme pova¾ovat zanekoneèné a neuva¾ovat vliv okrajù. Svìtelné mody mezi deskamimají kolmo na desky 
harakter stojatý
h vln s diskrétním vlnovýmèíslem qn = �Ln, kde n = 1; 2; : : :. Podél desek je vlnové èíslo spo-jité, q = (qy; qz). Pro qn 6= 0 má elektri
ké pole vlny slo¾ku rov-nobì¾nou s deskami. Pøedpokládaná nekoneèná vodivost desek pakvy¾aduje, aby vlna mìla uzly v polohá
h desek (jednu desku mámev x = 0 a druhou pro x = L), tak¾e odpovídají
í vektor base má tvarf�;nq(r) = q 2SL e�;nq eiqyy+iqzz sin (qnx).Objemová hustota energie základního stavu mezi deskami jeuL = U0TSL = X�q 12�h
q = �h
 Z dq(2�)2 1L 1Xn=1vuut �L!2 n2 + q2e��q( �L)2n2+q2:(44)Souèet pøes polariza
e dal faktor dvì a zkrátil se s jednou polovinou.Dvojrozmìrná integra
e je normována na jednotku plo
hy, zatím
o usouètu pøes kolmý vektor zùstává faktor 1L . Souèet je regularizovámvymírají
í exponentou s in�nitesimálním útlumem � ! 0.Skuteènost, ¾e hustota energie závisí na vzdálenosti desek, vede nasílu mezi deskami. Jestli¾e desky vzdálíme o dL, zmìní se 
elkováenergie systému, dU = (uL+dL(L + dL) � uLL � u1dL)S. První dvaèleny vyjadøují rozdíl energií základního stavu mezi deskami. Tøetíèlen zapoèítává, ¾e oddálením desek zmen¹íme okolní objem s husto-tou energie nekoneèného systému u1 = limL!1 uL. Zmìna energie podráze je síla a její hodnota na jednotku plo
hy je tlak,p = � 1S dUdL = u1 � uL � �uL�L L: (45)Nezbývá, ne¾ tlak vyhodnotit v nejni¾¹ím netriviálním øádu 1L . Za-èneme výpoètem hustoty energie, kde pøeintegrujeme polární úheluL = �h
2�L 1Xn=1 1Z0 qdq vuut �L!2 n2 + q2 e��q( �L)2n2+q2: (46)14



Substitu
í z = q2 + ��L�2 n2 dostanemeuL = �h
4�2 1Xn=1 �L g  �Ln! ; kde g(k) = 1Zk2 dz pz e��pz: (47)Pro L!1 pøe
hází souèet na integrál limL!1P1n=1 �L : : : = 1R0 dk : : :,tak¾e u1 = �h
4�2 1R0 dk g(k).Potøebujeme zjistit, jakým zpùsobem se hustota energie blí¾í kesvé limitní hodnotì. Pou¾ijeme k tomu úvahu podobnou numeri
kémuvýpoètu integrálu. Nejprve rozdìlíme integrovanou oblast na intervalydélky �L 
entrované kolem diskrétní
h hodnot vlnového vektoru,1Z0 dk g = �2LZ0 dk g + 1Xn=1 (n+ 12 ) �LZ(n� 12 ) �L dk g: (48)V prvním intervalu rozvineme funk
i kolem nuly g(k) = g0+Æg, kdeg0 = 1R0 dzpze��pz a Æg = � k2R0 dzpze��pz. Pro malé vektory k � �Lmù¾eme zanedbat útlum v opravném èlenu, Æg = � k2R0 dzpz = �23k3,tak¾e �2LZ0 dk g = g0 �2L � 16  �2L!4 : (49)Oba pøíspìvky vymizí v limitì L ! 1, tak¾e patøí k hledané funk
iu1�uL. Pøíspìvek úmìrný g0 v¹ak mù¾eme vylouèit, nebo» nepøispívák tlaku, (1 + L ��L) 1L = 0.V intervale
h (n � 12)�L < k < (n + 12)�L rozvineme funk
i g kolemstøedù, g = 1Xm=0 1m! g(m)n  k � �Ln!m ; (50)kde g(m)n je m-tá deriva
e v bodu �Ln. Li
hé mo
niny nepøispívají k in-tegrálu pøes symetri
ký interval, tak¾e pro m = 2j + 1 dostaneme(n+ 12 ) �LZ(n� 12 ) �L dk g = 1Xj=0 2(2j + 1)! g(2j)n  �2L!2j+1 : (51)15



Nultý øád mo
ninného rozvoje je hodnota v diskrétním vlnovémvektoru, g(0)n = g ��Ln�. Souèet pøes nulté øády je tedy roven hledanéhustotì energie pro koneènou vzdálenost desek. Skuteènì pro j = 0dostaneme 21! �2L 1Pn=1 g(0)n = 4��h
uL. Rozvoj do øádù proto mù¾eme psát svyèlenìnými opravnými èleny, u1 � uL = �h
4�2G, kdeG = �16  �2L!4 + 1Xj=1 2(2j + 1)!  �2L!2j+1 1Xn=1 g(2j)n : (52)Hledáme nejni¾¹í nenulový opravný èlen. Zkusme èleny do øádu L�4,tj. èleny pro j = 1 a j = 2. Nejprve vezmeme j = 1, k jeho¾ úpravìpou¾ijeme �L 1Xn=1 g(2)n = 1Z�2L dk g(2) � 1Xn=1 23!  �2L!3 g(4)n : (53)Tento vztah je opìt rozvojem integrálu na pravé stranì do souètustøedový
h hodnot a paraboli
ké opravy. Vy¹¹í opravy jsou zanedbány.V pøiblí¾ení (53) je vý
hozí funk
í g(2). První èlen je integrál z deriva
e,
o¾ snadno vyhodnotíme1Z�2L dk g(2) = �g(1)  �2L! = 2  �2L!2 : (54)Vyu¾ili jsme, ¾e pro malá k je g = g0 � 23k3.Dosazením (53) a (54) do (52) najdemeG = 16  �2L!4 + 2  15! � 13!3!!  �2L!5 1Xn=1 g(4)n : (55)Prvního èlen je souèet prvního èlenu rozkladu (52) a èlenu (54). Vedruhém èlenu je pøíspìvek úmìrný 15! dán pøímo rozkladem (52), za-tím
o èlen úmìrný 13!3! plyne z opravy v (53).Koneènì spoèteme pøibli¾nì souèet integrálem�L 1Xn=1 g(4)n = 1Z�2L dk g(4) = �g(3)  �2L! = 4: (56)a 
elý výraz sestavímeG =  �2L!4  16 + 45! � 43!3!! = �4L4 1180: (57)16



Tlak elektromagneti
ké energie v základním stavu (Casimirova síla)tedy pøitlaèuje desky k sobìp = �h
4�2  1 + L ��L!G = � �2�h
240L4 : (58)3.4 Interakèní HamiltoniánRoz¹íøíme Hamiltonián o Hamiltonián hmoty HA, který si
e závisí navektorovém poten
iálu A, nezávisí v¹ak na jeho èasové deriva
i. Projednodu
host zanedbáme pohyb jader a budeme uva¾ovat pouze elek-trony. Ve formalizmu druhého kvantování má Hamiltonián elektronùtvarHA = Xs="# Z dr 	ys(r) " 12m (�i�hr� eA(r))2 + V (r)#	s(r)+ 12 Xss0="# Z drdr0 	ys0(r0)	ys(r)U(jr� r0j)	s(r)	s0(r0)+ Xss0="# Z dr 	ys0(r)�B (�ss0:B(r))	s(r): (59)První èlen je kineti
ká energie a vnìj¹í poten
iál V . Vnìj¹í poten
iálmù¾e být libovolného pùvodu, ale jeho nejdùle¾itìj¹í polo¾kou je elek-trostati
ký poten
iál od jader. Druhý èlen je Coulombi
ká interak
eelektronù. Tøetí èlen je interak
e spinu s magneti
kým polem. Zde �pøedstavuje vektor Pauliho mati
 a �B = e�h2m je Pauliho magneton.Vektor � tvoøí skalární souèin s magneti
kým polem B = r � A.Indexy s a s0 oznaèují spin.Pro pohodlný zápis pøibli¾ný
h výpoètù je výhodné oddìlit inter-ak
i elektronù s polem od zbytku Hamiltoniánu. Oznaèíme jako HeHamiltonián �ktivní
h elektronù neinteragují
í
h s vektorovým poten-
iálem. Tento Hamiltonián dostaneme z úplného Hamiltoniánu (59)vylouèením pole, He = HA=0, tj. pro A = 0. Interakèní Hamiltoniánje rozdíl mezi skuteèným a �ktivním Hamiltoniánem,H 0 = HA �He = Xs Z dr 	ysA em i �hr	s+ Xs Z dr 	ys e22mA2	s+ Xss0 Z dr 	ys0�B (�ss0:r�A)	s: (60)17



Tøi èleny interakèního Hamiltoniánu (60) pøedstavují tøi rùzné me-
hanismy interak
e. První a druhý èlen vyplývají ze závislosti kine-ti
ké energie na vektorovém poten
iálu. Je zøejmé, ¾e kalibraèní trans-forma
í,A0 = A+r�, se smysl oddìlení tì
hto dvou èástí zmìní. Bu-deme pøedpokládat kalibra
i, ve které je vektorový poten
iál nulový,pokud je elektromagneti
ké záøení ve vakuovém stavu.Pøi zvolené kalibra
i pøedstavuje první èlen lineární interak
i poles elektrony. Druhý pøedstavuje interak
i nelineární. Oba tyto èlenyza
hovávají spin elektronu. Tøetí èlen je lineární, ale pøi interak
i do-jde k pøeklopení spinu. Který z tì
hto pøíspìvkù je podstatný zále¾ína øadì okolností a na tom, jaký pro
es 
h
eme svìtlem pozorovat.V na¹i
h úvahá
h se omezíme na interak
i popsanou prvním èlenem.3.5 Dipólové pøiblí¾eníUva¾ujme pro jednodu
host interak
i svìtla s atomy plynu. Elektronyatomù jsou zhruba popsány jednoelektronovými vlnovými funk
emi, �(r�R), kde r je poloha elektronu a R je poloha jádra pøíslu¹néhoatomu.Pøe
hod elektronu z jednoho stavu do jiného je mo¾ný jen tehdy, je-li poèáteèní stav obsazen a kon
ový prázdný. Jeden ze stavù mù¾e býti volný elektron odlétají
í od atomu nebo naopak pøilétají
í k nìmu.Odhadneme velikost prvního èlenu interakèního Hamiltoniánu. Bu-deme uva¾ovat pouze elektromagneti
ké vlny s energií fotonu srovna-telnou s vazebnou energií elektronù �h!q � E�.Nejvìt¹í vazebná energie elektronu u jádra s nábojem�Ze je zhrubaE � Z2Ry, kde Rydbergova energie je Ry = me4(4���h)2 = 2:18 10�18 J =13:6 eV. Pro atomová èísla Z = 1 � 200 dostaneme rozmezí energiíE � 10eV� 100keV � 10�18 � 10�14 J.Vazebným energiím odpovídá velikost vlnového vektoru v rozmezíq = !q
 � E��h
 � 108� 1012 m�1. Charakteristi
kou délku 1=q srovnámes polomìrem vlnové funk
e a = a0=Z, kde a0 = 4���h2me2 = 5:3 10�11 mje Bohrùv polomìr. Pro Z = 200 je a � 10�13 zatím
o 1=q � 10�12.Pro Z = 1 je a � 10�10 a 1=q � 10�8. V obou mezní
h pøípade
hje 1=q � a. Uva¾ovali jsme maximální vazebné energie. Pro maléenergie elektronový
h pøe
hodù ve vazebné slup
e je tato nerovnost18



je¹tì ostøej¹í.Nerovnost 1=q � a znamená, ¾e vektorový poten
iál se v prostorumìní pomalu ve srovnání s vlnovými funk
emi elektronù. Pro ka¾dýatom zvlá¹» pak mù¾eme hodnotu vektorového poten
iálu nahradithodnotou v poloze jeho jádra,A(r) � A(R). Nyní mù¾eme vektorovýpoten
iál vytknout pøed integra
i po elektronový
h souøadni
í
h,H 0 = XR eA(R) Xs Zokolí R dr 	ys i �hrm 	s = XR A(R) JR; (61)kde JR = eXs Zokolí R dr 	ys i �hrm 	s (62)je integrál proudu v okolí jednoho atomu v bodu R. V praxi tutointegra
i provedeme jako nekoneèný integrál s jediným atomem v sys-tému.Integrál elektri
kého proudu v okolí jednoho atomu lze vyjádøitpøes atomární dipól. V klasi
ké fyzi
e se dipólové záøení odvozujez relativního pohybu tì¾i¹» kladného a záporného náboje. Pro atoms protonovým èíslem Z je tì¾i¹tì kladného náboje �ZeR. Operátortì¾i¹tì elektronového náboje jet = eXs Zokolí R dr 	ys r	s: (63)Pro neutrální atom mù¾eme operátor dipólu zapsat jakod = eXs Zokolí R dr 	ys (r�R) 	s: (64)Proto¾e r2(r�R) � (r�R)r2 = 2r, je operátor proudu úmìrnýkomutátoru dipólu s Hamiltoniánem,J = 1i�h (Hed� dHe) : (65)Vyjádøení operátoru proudu pøes komutátor dipólu s Hamiltoniá-nem dovoluje výpoèet interak
e s atomy, jeji
h¾ dipól a energie jednot-livý
h stavù jsou experimentálnì stanoveny. Uva¾ujme pøe
hod mezistavy a a b o energií
h Ea a Eb. Dipól tohoto pøe
hodu dab = h ajdj bine
h» je znám. Potom elektri
ký proud spojený s tímto pøe
hodem jejab = 1i�hh aj (Hed� dHe) j bi = Ea � Ebi�h dab: (66)19



Pou¾ili jsme Hej bi = Ebj bi a podobnì pro a.Ètenáø si mo¾ná polo¾il otázku, proè interakèní Hamiltonián obsa-huje úplný proud j = e	ys i �hrm 	s, kdy¾ zdrojem vektorového poten
i-álu je pouze pøíèný proud jT. V interakèním Hamiltoniánu je to jednoa lze psát buï j nebo jT podle pohodlí. Interakèní energie podélnéhoproudu s vektorovým poten
iálem je toti¾ v Coulombi
ké kalibra
inulová, Z dr AjL = �� Z dr Ar�t� = � Z dr �t� rA = 0: (67)Pou¾ili jsme integra
i po èáste
h a kalibraèní podmínku.Ve v¹e
h uva¾ovaný
h probléme
h se omezíme na atomy s malýmpoètem hladin. Interak
i budeme popisovat v rám
i dipólového pøi-blí¾ení.4 Èisté stavy volného elektromagneti
kého poleNa rozdíl od klasi
ké fyziky, operátory A, E a B neurèují hodnotypolí, pouze poskytují návod, jak tyto hodnoty zjistit z vlnové funk
esystému 	. V Dira
ovì bra-ketové symboli
e je napøíklad støední hod-nota elektri
kého pole ET = h	jETj	i: (68)Aby
hom dokázali takovéto støední hodnoty poèítat, musíme si upøes-nit vlnovou funk
i a jak na ni pùsobí kreaèní a anihilaèní operátory.Pou¾ijeme vlnovou funk
i, jejími¾ souøadni
emi jsou amplitudy vek-torového poten
iálu v jednotlivý
h mode
h6	(fAg) � 	(: : : ; A�q; : : :): (69)Vlnová funk
e má nekoneènì mnoho argumentù, nebo» elektromagne-ti
ké pole má nekoneènì stupòù volnosti odpovídají
í
h nekoneènémupoètu modù.6Pøipomeòme si, jak je systém popsán vlnovou funk
í u jednodu
hý
h systémù. Klasi
ky je jedna èásti
e popsánasvojí polohou v prostoru, tedy souøadni
í R, a hybostí Q. Kvantovì potøebujeme znát vlnovou funk
i  a klasi
ky
hápanou polohu èi hybnost èásti
e doká¾eme urèit pouze jako støední hodnotu R = h jRj i a Q = h jQj i.Vlnovou funk
i lze vyjádøit v rùzný
h representa
í
h. Vezmìme si obvyklou funk
i souøadni
e  (R) = hRj i. VR-representa
i je pùsobení operátoru R na vlnovou funk
i rovno hodnotì souøadni
e, Rop (Rsouø) = Rsouø (Rsouø).Kdyby
hom byli dùslední v nota
i, museli by
hom pro operátory a souøadni
e pou¾ívat jiné znaèky, 
o¾ by 
elýzápis zkomplikovalo. Vìøím, ¾e doká¾ete v rovni
i R = h jRj i = R dR j (R)j2R poznat, ¾e v Dira
ovì závor
eje operátor, zatím
o pod integrálem je èíselná hodnota souøadni
e.Operátor hybnosti v souøadni
ové representa
i je úmìrný gradientu Q = �i�h ��R � �i�hr. Potom v R-repre-senta
i dostaneme Q = h jQj i = R dR � (R)(�i�hr) (R), kde � (R) je komplexnì sdu¾ená k  (R).Argumentem vlnové funk
e je velièina, pro kterou jsme stanovili komutaèní pravidla. Pro svìtlo tedy kvantovávlnová funk
e nezávisí na souøadni
i, ale na amplitudá
h modù.20



V klasi
kém popisu je také nekoneènì modù, ale to pøíli¹ nevadí,proto¾e se zabýváme jen tìmi mody, které se aktivnì úèastní studo-vaný
h pro
esù. Toto oddìlení aktivní
h a pasivní
h promìnný
h jenutno provést i pøi kvantovém popisu. Aby
hom této dìlbì rozumìli,podívejme se na vlnovou funk
i prostoru, kde není ¾ádný foton. Kla-si
ky tento stav odpovídá nulovému elektromagneti
kému poli, tak¾ev¹e
hny promìnné jsou pasivní.4.1 Elektromagneti
ké vakuumPøedpokládejme, ¾e prostor je úplnì prázdný bez elektromagneti
ký
hkvant. Takovému stavu budeme krát
e øíkat vakuum a jeho vlnovoufunk
i oznaèíme j�i.Energie vakua je nulová, tak¾eh�jHTj�i = X�q �h!q h�jay�qa�qj�i = 0: (70)Proto¾e funk
e a�qj�i a h�jay�q jsou Hermitovsky sdru¾ené, je jeji
hskalární souèin nezáporný h�jay�qa�qj�i = ja�qj�ij2 � 0. Podmínkunulové energie vakua lze tedy splnit pouze kdy¾a�qj�i = 0 neboli h�jay�q = 0 (71)pro v¹e
hny mody �q.Z rovni
e (71) lze spoèítat vlnovou funk
i vakua v representa
i am-plitud vektorového poten
iálu 	0(fAg) = hfAgj�i. Podle (32) je ani-hilaèní operátor rovena�q = s� !q2�h 0�A�q + i 1� !qQ��q1A : (72)Opìt jsme narazili na mí
hání dvou Fourierovský
h slo¾ek. Musímeøe¹it mody �q a ��q souèasnì. Místo rovni
e (71) a sdru¾ené rovni
ea��qj�i = 0, budeme hledat vlnovou funk
i z ekvivalentní
h rovni
hfAgj(a�q + a��q)j�i = 0; hfAgji(a�q � a��q)j�i = 0: (73)V rovni
í
h (73) se poten
iály vyskytují v kombina
í
hx = A�q+A��q = 2ReA�q; y = �i(A�q�A��q) = 2 ImA�q: (74)21



Aby
hom získali di�eren
iální rovni
e pro vlnovou funk
i, vyjád-øíme operátor kanoni
kého impulzu v reprezenta
i vektorového po-ten
iálu, Q�q = �i�h ��A�q : (75)Lineárním kombina
ím impulzù z rovni
 (72) odpovídají deriva
e7Q�q +Q��q = �2i�h ��x; Q�q �Q��q = �2�h ��y: (76)V promìnný
h x a y rovni
e (73) znìjí � !q2�h x+ ��x!	0��q = 0;  � !q2�h y + ��y!	0��q = 0: (77)Normovatelné øe¹ení rovni
 je Gaussova funk
e	0��q = Z e� � !q4�h (x2+y2) = Z e� �!q�h jA�qj2; (78)kde norma Z = � !q��h je stanovena vzhledem k integra
i pøes obì am-plitudy, 1 = R dReA�q d ImA�q j	0��qj2.Øe¹ení (78) pøedstavuje závislost vlnové funk
e na amplitudá
h po-ten
iálu ve dvou sdru¾ený
h mode
h. Dal¹í mody jsou nezávislé, tak¾evlnová funk
e je v jeji
h promìnný
h separabilní. Øe¹ení (78) tedymù¾eme pøímo zobe
nit pro v¹e
hny mody	0(fAg) = Y��q	0��q = exp 24�X�q  � !q2�h jA�qj2 � 12 ln � !q��h !35 : (79)Proti (78) obsahuje argument výrazu (79) faktor 1=2. Ten kompensujeskuteènost, ¾e v sumì argumentu (79) se ka¾dá dvoji
e stavù � � qobjeví dvakrát, nebo» suma obsahuje q i �q.Vlnová funk
e ukazuje, ¾e amplitudy poten
iálù jsou rozdìleny ko-lem nuly stejnì jako souøadni
e klidový
h os
ilátorù. Toto rozdìleníamplitud se nìkdy nazývá kvantové 
uktua
e pole.7 Q�q = �i�h� �x�A�q ��x + �y�A�q ��y� = �i�h� ��x � i ��y� ;Q��q = �i�h� �x�A��q ��x + �y�A��q ��y� = �i�h� ��x + i ��y� :22



Pøesto¾e amplitudy vektorového poten
iálu nabývají nenulový
hhodnot s pravdìpodobností danou kvadrátem vlnové funk
e, klasi
kéhodnoty polí jsou ve vakuu nulové. Skuteènì, podle podmínky (71)je h�jay�qj�i = 0 i h�ja�qj�i = 0 pro v¹e
hny mody, tak¾e v¹e
hnystøední hodnoty vymizí, napø. ET = h�jETj�i = 0.4.2 Stavy s jedním fotonemNejjednodu¹í ex
itované stavy systému jsou stavy s jedním fotonem.Vlnovou funk
i tì
hto stavù získáme pùsobením kreaèního operátoruna vakuum,8 j1�qi = ay�qj�i: (80)Energie stavu s jedním fotonem je �h!q, jak se pøesvìdèíme ze S
hrö-dingerovy rovni
eHTj1�qi = HTay�qj�i = ay�q (HT + �h!q) j�i = �h!qay�qj�i = �h!qj1�qi:(81)Pøi úpravì jsme pou¾ili nulovou energii vakua HTj�i = 0 a komutátorkreaèního operátoru s Hamiltoniánem9HTay�q = ay�q (HT + �h!q) : (82)4.3 Stavy s ostrým poètem fotonùPokud je vybraný mod �q vybuzen na N�q-tou hladinu, neboli jeobsazen N�q fotony, jeho vlnová funk
e je10jN�qi = 1qN�q! ayN�q�q j�i: (83)8®e je vlnová funk
e ay�qj�i správnì normována h�ja�qay�qj�i = 1 uká¾eme tøeba tak, ¾e dosadíme komutátora�qay�q = ay�qa�q + 1, pou¾ijeme a�kj�i = 0 a normu vakuového stavu h�j�i = 1.9Komutátor (82) spoèteme pomo
í komutaèní
h rela
í (35),HTay�q = X�k �h!kay�ka�kay�q =X�k �h!kay�k �ay�qa�k + Æ�k�q� =X�k �h!k �ay�qay�ka�k + ay�qÆ�k�q�= ay�qX�k �h!k �ay�ka�k + Æ�k�q� = ay�q (HT + �h!k)10Norma hN�qjN�qi = 1 se doká¾e postupným uplatìním komuta
í, aN�q�q ayN�q�q = aN�q�1�q ayN�q�q a�q +N�qaN�q�1�q ayN�q�1�q . První èlen nepøispívá, nebo» a�qj�i = 0. Ukázali jsme tedy, ¾e aN�q�q ayN�q�q j�i =N�qaN�q�1�q ayN�q�1�q j�i. Opakováním kroku najdeme aN�q�q ayN�q�q j�i = N�q!j�i.23



Opakovanýmpou¾itím komutátoru (82) uká¾eme, ¾e energie je rovnaenergeti
kému kvantu vynásobenému poètem fotonù,HTjN�qi = N�q�h!qjN�qi: (84)Nyní doká¾eme sestrojit libovolný stav s ostrým poètem fotonù.Známe-li poèty fotonù v jednotlivý
h mode
h, fNg � : : : ; N�q; : : :,pak vlnová funk
e jejfNgi = 0�Y�q 1qN�q! ayN�q�q 1A j�i: (85)Energie slo¾eného stavu je souèet energeti
ký
h kvant pøes v¹e
hnyfotony, HTjfNgi = X�q N�q�h!qjfNgi: (86)Stavy s ostrým poètem fotonù nejsou vhodné pro popis polí, u ni
h¾doká¾eme mìøit velikost buï elektri
kého nebo magneti
kého pole.Mìøené hodnoty polí jsou støedními hodnotami operátorù polí, jak jepopisuje rovni
e (68) pro elektri
ké pole. Støední hodnota elektri
kéhopole pro stavy s ostrým poètem fotonù je v¾dy nulová,ET(r) = hfNgjET(r)jfNgi= �iX�q vuut�h!q2� hN�qj �f��q(r)ay�q � f�q(r)a�q� jN�qi= 0: (87)Nulová hodnota elektri
kého pole plyne z ortogonality stavù s rùznýmpoètem fotonù, hN�qj(N+1)�qi = 0, neboli hN�qjay�qjN�qi = 0. VztahhN�qja�qjN�qi = 0 je Hermitovsky sdru¾ený. Podobnì lze dokázati nulovou støední hodnotu magneti
kého pole.4.4 Nesta
ionární stavyPro radiové vlny, 
o¾ je elektromagneti
ké pole s nízkými frekven
emi,je elektri
ké i magneti
ké pole pøesnì mìøitelné. Takové vlny nelzepopsat jako èistý stav ostrého poètu fotonù.Podle Maxwellový
h rovni
 se elektri
ké pole vlny mìní v èase.Stavy s ostrým poètem èásti
 jsou vlastní stavy Hamiltoniánu a jsou24



tedy sta
ionární. Pro popis èasovì závislý
h polí musíme pou¾ít vlnovéfunk
e, které nepøedstavují vlastní stavy Hamiltoniánu. Jinými slovy,musíme hledat vlnové funk
e, které jsou lineární kombina
í vlastní
hstavù s rùznými energiemi.Nejjednodu¹¹í lineární kombina
í je souèet dvou sousední
h vybu-zený
h stavù jednoho modu,j	i = 
N jN�qi + 
N�1j(N�1)�qi: (88)Elektri
ké pole v tomto kvantovém stavu je skuteènì nenulovéET(r) = h	jET(r)j	i= �i vuut�h!q2� ��
N hN�qj+ �
N�1h(N�1)�qj�� �f��q(r)ay�q � f�q(r)a�q� �
N jN�qi+ 
N�1j(N�1)�qi�= �i f��q(r)vuut�h!q2� �
N
N�1hN�qjay�qj(N�1)�qi+i f�q(r)vuut�h!q2� �
N�1
Nh(N�1)�qja�qjN�qi= �vuutN�q�h!q2� i��
N
N�1 f��q(r)� �
N�1
N f�q(r)�: (89)Podobnì dosazením do rovni
e (38) nalezneme nenulové magneti
képole B(r) = h	jB(r)j	iB(r) = �vuuutN�q�h2�!q i��
N
N�1 q� f��q(r)� �
N�1
N q� f�q(r)�: (90)Podívejme se, jak velkou energii by
hom pøisoudili tomuto stavu,pokud by
hom zmìøili elektri
ké i magneti
ké pole a spoèetli energiipodle klasi
kého vztahu (16),HklT = �2 Z dr ET(r)ET(r) + 12� Z dr B(r)B(r)= �2N�q�h!q2� 2 j
N�1j2j
N j2 + 12�N�q�h2�!q q2 2 j
N�1j2j
N j2= N�q�h!q j
N�1j2j
N j2: (91)Z normy vlnové funk
e h	j	i = 1 plyne normalizaèní podmínka prokoe�
ienty vlnové funk
e j
N�1j2 + j
N j2 = 1. Jeji
h souèin je v¾dy25



men¹í ne¾ jedna ètvrtina, j
N�1j2j
N j2 � 14 , nebo» funk
e a = x(1�x)má maximum a = 14 pro x = 12.Na¹li jsme tedy, ¾e pro vlnovou funk
i (88) je klasi
ky spoètenáenergie elektromagneti
kého pole men¹í ne¾ ètvrtina kvantové hod-noty. Z experimentu s radiovými vlnami je známo, ¾e energie pøe-ná¹ená vlnou je dostateènì pøesnì popsána klasi
kou hodnotou. Jezøejmé, ¾e vlnová funk
e (88) si
e poskytuje nenulová pole, ale nepo-pisuje správnì vlny typu radiový
h vln.5 Koherentní stavyJednodu
há konstruk
e vlnové funk
e (88) není vhodná pro pole, kterédoká¾eme natolik pøesnì promìøit èi pøipøavit, ¾e je lze popsat kla-si
kou elektrodynamikou. Nezbývá nám, ne¾ pøesnì sformulovat, 
omusí klasi
ké pole splòovat a z této podmínky vlnovou funk
i najít.5.1 Kvantová a klasi
ká energieVyjdeme opìt z energie. V¹e
hny dosud uva¾ované vlnové funk
e mìlikvantovou energii vy¹¹í ne¾ klasi
ky spoètenou hodnotu. Doká¾eme,¾e klasi
ky spoètená energie musí být men¹í nebo rovna kvantové hod-notì.Pøedpokládejme libovolný stav j i. Jako j 0i oznaèíme v¹e
hnystavy kolmé na j i, tak¾e rela
e úplnosti je 1 = j ih j + P0j 0ih 0j.Suma P0 probíhá podprostor stavù kolmý
h na j i.Vlo¾íme rela
i úplnosti mezi operátory pole,h jET(r)ET(r)j i = h jET(r)(j ih j +X0j 0ih 0j)ET(r)j i= h jET(r)j i2 +X0 jh 0jET(r)j ij2 : (92)Poslední èlen je nezáporný, tak¾e støední hodnota kvadrátu pole (kvan-tová energie) je v¾dy vìt¹í nebo rovna kvadrátu støední
h hodnot (kla-si
ká energie). Toté¾ platí i pro magneti
ké pole, tak¾e øeèeno opaènì{ klasi
ky spoètená energie je men¹í nebo rovna kvantové hodnotì.Jedním z pøíspìvkù. které odli¹ují kvanotovou a klasi
kou støedníhodnotu kvadrátu pole je energie nulový
h kmitù. Tohoto pøíspìvkuse zbavíme, kdy¾ operátory ve støední hodnotì uspoøádáme tak, aby26



kreaèní le¾ely nalevo od anihilaèní
h. Tomu se øíká normální uspoøá-dání. Pro jednodu
host si toto uspoøádání zavedeme pøímo pro pole.Rozlo¾íme elektri
ké pole na kreaèní a anihilaèní slo¾ku,ET = E+T +E�T; (93)kde E+T(r) = iX�q vuut�h!q2� f�q(r)a�q (94)a E�T(r) = �iX�q vuut�h!q2� f��q(r)ay�q: (95)Je zjevné, ¾e operátory jsou vzájemnì sdru¾ené, (E+T)y = E�T.Støední hodnota kvadrátu (92) vyjádøená pøes kraèní a anihilaèníslo¾ky jeh jET(r)ET(r)j i = h j �E+T(r) + E�T(r)� �E+T(r) +E�T(r)� j i= h jE+T(r)E+T(r)j i+ h jE�T(r)E�T(r)j i+ h jE�T(r)E+T(r)j i+ h jE+T(r)E�T(r)j i:(96)Pouze poslední má kreaèní oprátory vpravo od operátorù anihilaè-ní
h a mù¾e být nenulový i pro stavy bez fotonù. Aby
hom vakuovépøíspìvky odstranili, de�nujeme normální støední hodnotuh j : ET(r)ET(r) : j i = h jE+T(r)E+T(r)j i+ h jE�T(r)E�T(r)j i+ h jE�T(r)E+T(r)j i+ h jE�T(r)E+T(r)j i:(97)Kvantová energie bez vakuový
h pøíspìvkù je dána normálními støed-ními hodnotami.Pokud 
h
eme, aby se klasi
ky spoètená energie rovnala kvantovéhodnotì, musíme najít takovou vlnovou funk
i, aby pro ka¾dé j 0i,pro nì¾ h 0j i = 0, platilo buïh jE�T(r)j 0i = 0 nebo h 0jE+T(r)j i = 0: (98)Souèasnì po¾adujemeh jB�(r)j 0i = 0 nebo h 0jB+(r)j i = 0: (99)27



5.2 Vlastní stav anihilaèního operátoruRovni
e (98) a (99) splòují vlnové funk
e j i � j��qi, které pùsobe-ním anihilaèního operátoru zmìní pouze fázový faktor a normu,a�qj��qi = ��qj��qi neboli h��qjay�q = h��qj���q: (100)Kvantovému stavu popsanému vlnovou funk
í j��qi se øíká koherentnístav.Z rovni
e (100) sestrojíme vlnovou funk
i koherentního stavu. Na-pi¹me si ji v bazi vlastní
h stavù,j��qi = 1XN=0 
N ayN�q j�i: (101)Dosadíme (101) do levé stravy rovni
e (100)a�qj��qi = 1XN=0 
N a�qayN�q j�i = 1XN=0N 
N ayN�1�q j�i: (102)Pou¾ili jsme a�qayN�q = ayN�q a�q +NayN�1�q a pùsobení anihilaèního ope-rátoru na vakuum a�qj�i = 0. Rozvoj (102) pøedstavuje levou stranu(100). Na pravé stranì (100) jsou koe�
ienty 
N pouze vynásobenykonstantou ��q. Srovnáním koe�
ientù pro (N � 1)-fotonový pøíspì-vek na obou straná
h najdemeN 
N = ��q 
N�1; 
o¾ øe¹í 
N = �N�qN ! 
0; (103)kde 
0 je nultý èlen a souèasnì normova
í konstanta. Suma (101) skoe�
ienty (103) má souèetj��qi = 
0 1XN=0 (��qay�q)NN ! j�i = 
0 e��qay�q j�i: (104)Je¹tì spoèteme normu 
0,1 = h��qj��qi = �
0
0 XN ��N�qN ! �N�qN ! h�jaN�qayN�q j�i= �
0
0 XN (���q��q)NN != �
0
0 e���q��q: (105)28



Pro jednodu
host bereme 
0 reálné, tak¾e 
0 = e� 12 ���q��q. Výslednávlnová funk
e koherentního stavu jej��qi = e� 12 ���q��q+��qay�q j�i: (106)Vlnové funk
e dvou koherentní
h stavù o rùzný
h vlastní
h èísle
h��q 6= ��q na sebe nejsou kolmé.11 Projek
e stavu (106) na jiný stavh��qj = h�j e� 12 ���q��q+���qa�q je rovnah��qj��qi = e� 12(���q��q+���q��q)h�j e���qa�qe��qay�q j�i= e� 12(���q��q+���q��q) XM;N ��M�qM ! �N�qN ! h�jaM�qayN�q j�i= e� 12(���q��q+���q��q) XN ( ���q��q)NN != e� 12(���q��q+���q��q) e���q��q= e� 12(j��q���qj2+i(���q��q����q��q)): (107)Pøekryv vlnový
h funk
í jh��qj��qij2 = e�j��q���qj2 klesá exponen-
ielnì s kvadrátem vzdálenosti vlastní
h èísel v komplexní rovinì.Z výrazu (107) je zøejmé, ¾e koherentní stavy netvoøí ortonormálníbasi v Hilbertovì prostoru. To tro
hu ztì¾uje jeji
h pou¾ití, proto¾enemù¾eme rozkládat vlnové funk
e do koherentní
h stavù pouhýmvlo¾ením rela
e úplnosti (rozklad operátorové jednièky v ¾ádané basi)do skalární
h nebo mati
ový
h souèinù.5.3 Operátor posuvuNakone
 si koherentní stav pøepí¹eme do èasto u¾ívaného tvaru. Zatím úèelem vlo¾íme pøed ket vakua operátor, který na nìj pùsobístejnì jako identita, e�a�q j�i = j�i, tak¾ej��qi = e� 12 ���q��q e��qay�q j�i= e� 12 ���q��q e��qay�q e�a�q j�i= e� 12 ���q��q e� 12���q e(��qay�q+�a�q) j�i: (108)11Pro Hermitovský operátor A = Ay je kolmost dvou vlastní
h stavù s rùznými vlastními èísly nutná, nebo» zAj�i = �j�i sdru¾eností plyne h�jA = h�j�. Potom h�jAj�i = �h�j�i, ale i h�jAj�i = �h�j�i. Pro � 6= � lze obavztahy splnit jen kdy¾ h�j�i = 0. Tento dùkaz nelze pou¾ít pro vlastní stavy anihilaèního operátoru, proto¾e tennení Hermitovský, a 6= ay. 29



Pøi úpravì jsme pou¾ili identitu12eA+B = eA eB e� 12 [A;B℄ (109)a komutátor [ay�q; a�q℄ = �1. Volbou � = ����q zjednodu¹íme výrazpro koherentní stav naj��qi = e(��qay�q����qa�q) j�i: (110)Podle výrazu (110) vzniká koherentní stav pùsobením operátoruD� = e(�ay���a) (111)na vakuum. Tento operátor je unitární, nebo» argument �ay � ��a jeanti-hermitovský operátor. Operátor D� se nazývá operátor posuvu,nebo» Dy�aD� = a+ � a Dy�ayD� = ay + ��: (112)Ètenáø si mù¾e vyzkou¹et, ¾e operátoryD a identitu (109) lze výhodnìpou¾ít tøeba pro výpoèet skalárního souèinu (107).12Pro dùkaz této identity zavedeme operátor U� = eA+�B. Zjevnì U0 = eA a U1 = eA+B . Pro Æ � 1 jeU�+Æ = 1Xn=0 1n! (A+ �B + ÆB)n � 1Xn=0 1n! (A+ �B)n + 1Xn=1 1n! n�1Xm=0(A+ �B)n�1�m ÆB (A+ �B)m= U� + 1Xn=1 1n! n�1Xm=0(A+ �B)n�1 ÆB + 1Xn=2 1n! n�1Xm=0m (A+ �B)n�2 [ÆB;A+ �B℄= U� + 1Xn=1 1n!n (A+ �B)n�1 ÆB + 1Xn=2 1n! n(n� 1)2 (A+ �B)n�2 [ÆB; A+ �B℄= U� + U� ÆB + U� 12 [ÆB;A+ �B℄ = U� �1 + ÆB + Æ 12 [B;A℄� :Rozlo¾ili jsme exponentu do øady a za
hovali èleny do prvního øádu v Æ. Nultý øád je triviální. V prvním øáduprokomutujeme operátory ÆB napravo. Komutátor [ÆB;A+�B℄ je èíslo, které mù¾eme vytknout za souèin operátorù.Je-li ÆB na m-té pozi
i zprava, dostaneme pøeuspoøádádním m komutátorù.Pro Æ = 1=N vyjádøíme U1 = U0+ 1N + 1N+:::+ 1N , kde malé oprava je pøidána N-krát,U1 = U0 �1 + 1N �B + 12 [B;A℄��N :V limitì nekoneènì mnoha krokù, N !1, pøe
hází mo
nina na exponentuU1 = U0 eB+ 12 [B;A℄;neboli eA+B = eA eB+ 12 [B;A℄:
30



5.4 Vztah koherentního stavu a klasi
kého polePozorovatelná hodnota elektri
kého pole odpovídají
í koherentnímustavu (100) jeET(r) = h��qjET(r)j��qi= �ivuut�h!q2� h��qj �f��q(r) ay�q � f�q(r) a�q� j��qi= �ivuut�h!q2� (f��q(r) ���q � f�q(r) ��q) : (113)Podobnì mù¾eme vyhodnotit i magneti
ké pole.Vzhledem k tomu, ¾e elektri
ké pole os
iluje s frekven
í !q = 
q,musí se mìnit i koherentní stav. Èasovou závislost koherentního stavuspoèteme z evoluèního operátoruj��qit = e�i 1�hHTt j��qi= e�i 1�hHTt e� 12 ���q��q e��qay�q j�i= e� 12 ���q��q e��qay�qe�i!qt e�i 1�hHTt j�i= j��qe�i!qti: (114)Nejprve jsme vybrali poèáteèní podmínku tím, ¾e jsme ztoto¾nili po-èáteèní stav v èase t = 0 se stavem j��qi. Hamiltonián nezávisí naèase, tak¾e evoluèní operátor je jednodu
hou exponentou s Hamil-tonánu násobeného èasem. Dal¹í vyhodno
ení výrazu pou¾ívá roz-pis koherentního stavu do base stavù s ostrým poètem fotonù a ko-muta
i kreaèního operátoru s Hamiltoniánem (82), ze které plynee�i 1�hHTtay�q = ay�qe�i 1�h (HT+!q)t = ay�qe�i!qte�i 1�hHTt. Fázový faktor, kterýdoprovází anihilaèní operátor, pøidru¾íme k vlastnímu èíslu. Nakone
pou¾ijeme HTj�i = 0, tak¾e e�i 1�hHTtj�i = j�i.Èasovì závislá pozorovatelná hodnota elektri
kého pole tedy jeET(r; t) = �ivuut�h!q2� �f��q(r) ���qei!qt � f�q(r) ��qe�i!qt� : (115)Vynásobíme-li (115) funk
í f��q(r) a integrujeme pøes objem, na-jdeme, ¾e hodnoty ��q jsou úmìrné Fourierovským koe�
ientùm elek-31



tri
kého pole, E�q = �ivuut�h!q2� �����qei!qt � ��qe�i!qt� : (116)Tento vztah nám dovoluje pøiøadit vlastní èísla k Fourierovským slo¾-kám elektri
kého pole. Pro pøiøazení je nutné znát i èasovou závislostpole. Je¹tì pohodlnìj¹í je pøiøazení k poten
iáluA�q = vuuut �h2�!q �����qei!qt + ��qe�i!qt� : (117)Vlnovou funk
i systému, jeho¾ klasi
ká a kvantová energie jsou sirovny, mù¾eme tedy pøímo vyjádøit z Fourierový
h slo¾ek elektri
kéhopole. Tyto stavy jsou vhodné pro popis elektromagneti
kého záøení,které je témìø klasi
ké.5.5 A-representa
e koherentního stavuPodívejme se, jak koherentní stav vypadá v A-representa
i, kdy am-plituda vektorového poten
iálu hraje úlohu souøadni
e harmoni
kéhoos
ilátoru.Kvantový stav najdeme ze S
hrödingerový
h rovni
(a�q � ��q)j��qi = 0; a��qj��qi = 0; (118)které mù¾eme pøepsat na(a�q+a��q���q)j��qi = 0; i(a�q�a��q���q)j��qi = 0: (119)Vyjádøíme-li tyto rovni
e pomo
í promìnný
h x a y, najdeme, ¾e di-feren
iální rovni
e jsou toto¾né s rovni
emi (77), pokud zamìníme xa y za x0 = x�vuuut 2�h�!q��q a y0 = y + ivuuut 2�h�!q��q: (120)Vlnová funk
e v tì
hto promìnný
h13hfAgj��qi � 	��q��q = �!q��h e� �!q4�h (x02+y02)= �!q��h e� �!q�h �A�q�q 2�h�!q��q�A��q (121)13 x02 + y02 = �x�r 2�h�!q ��q�2 +�y + ir 2�h�!q ��q�232



má oèekávaný tvar. Maximum amplitudy vektorového poten
iálu jeposunuto na pozorovatelnou hodnotu. Koherentní stav je rozmazánkolem mìøené hodnoty stejným zpùsobem jako vakuový stav kolemnuly.6 Stlaèené stavyPøi zavádìní koherentní
h stavù jsme hledali kvantový stav, jeho¾kvadrát elektri
kého pole má pouze nutné 
uktua
e dané 
uktua
emipole ve vakuovém stavu. V rozkladu do amplitud najdeme 
uktua
e�E2T(r) = h�jE2T(r)j�i � jh�jET(r)j�ij2= X�q f�q(r)f��q(r)�h!q2�= 2X�q �h!q2
�: (122)Pøíspìvek jednoho modu k 
uktua
ím pole v koherentním stavu jetedy �h!q=2
�.Je mo¾né najít stavy s je¹tì ni¾¹ími 
uktua
emi elektri
kého pole.Tìmto stavùm se øíká (sqeezed states) stlaèené stavy.6.1 Stlaèené vakuumPro vybrabý mod �q zavedeme operátor stlaèeníS� = e 12 ��a2� 12�ay2 ; (123)kde � = s ei# je komplexní parametr stlaèení. Tento operátor je uni-tární, nebo» Sy� = S�� , tak¾e Sy�S� = 1. Indexy modu pro jednodu
hostnepí¹eme.Bez dùkazu uvádíme, ¾e stav vzniklý pùsobením operátoru stlaèenína vakuum má rozklad do vlastní
h stavù Hamiltoniánuj�i = S� j�i = 1pshs 1Xn=0 q(2n)!n!  �12ei#ths!n j2ni: (124)= �A�q + A��q �r 2�h�!q ��q�2 +��i(A�q � A��q) + ir 2�h�!q ��q�2= 4�A�q �r 2�h�!q ��q�A��q:Pou¾ili jsme de�ni
e x a y dané rovni
emi (74). 33



Tento stav se nazývá stlaèené vakuum.Rozklad (124) nebudeme potøebovat. K vyhodno
ení pozorovatel-ný
h velièin budeme pou¾ívat operátorovou identitu14e�ABeA = B + [B;A℄ + 12! [[B;A℄; A℄ + : : : (125)Oznaèíme L̂�B = hB; 12 ��a2 � 12�ay2i. Pøímou komuta
í najdeme, ¾epùsobení L̂� zamìòuje kreaèní a anihilaèní operátory,L̂�a = ��ay L̂�ay = ���a: (126)Tento jednodu
hý 
ykli
ký vztah dovoluje vyhodnotit libovolný øádkomutátoru. Pro sudé øády platíL̂2n� a = ��n�na = s2n a (127)a pro li
hé øády L̂2n+1� a = ��n+1��nay = �ei#s2n+1 ay: (128)Ka¾dou opera
i musíme rozlo¾it na sudé a li
hé èleny, které vyhodno-tíme oddìlenì. Pùsobení na anihilaèní operátor je15Sy�aS� = eL̂�a= 1Xn=0 1(2n)!s2na� ei# 1Xn=0 1(2n+ 1)!s2n+1 ay= 
hs a� ei#shs ay: (129)Komplexním sdru¾ením nebo obdobou provedený
h úprav najdemeSy�ayS� = 
hs ay � e�i#shs a: (130)14Oznaèíme L̂B = [B;A℄, neboli [[B;A℄; A℄ = L̂2B. Potom z rozkladu n-tého komutátoru do binomi
ký
h èísel,L̂nB = nXm=0� nm � (�A)m B An�m kde � nm � = n!m!(n�m)! ;plyne, ¾e pravá strana (125) je rovna levé,1Xn=0 1n! L̂nB = 1Xn=0 nXm=0 1m! (�A)m B 1(n�m)!An�m = 1Xm=0 1m! (�A)m B 1Xj=0 1j!Aj = e�ABeA:15Pou¾ívá zkrá
ené znaèení hyperboli
ký
h funk
íshs = es � e�s2 a 
hs = es + e�s2 :34



Nyní se mù¾eme podívat na pozorovatelné. Støední hodnota elek-tri
kého pole ve stlaèeném vakuu je nutnì nulová, nebo» stlaèení mìnípouze sudé vlastní stavy, viz (124), zatím
o pole vy¾aduje elementymezi sudými a li
hými stavy. Jeliko¾ jsme rozklad (124) nedokázali,snadno se pøesvìdèíme o nulovém poli pøímým dosazením,h�jETj�i = h�jSy�ETS� j�i= �ivuut�h!q2�  f��qh�jSy�ay�qS� j�i � f�qh�jSy�a�qS� j�i!= �ivuut�h!q2�  f��q �
hs h�jay�qj�i � e�i#shsh�ja�qj�i�� f�q �
hs h�ja�qj�i � ei#shsh�jay�qj�i�!= 0: (131)Stlaèení vakua nezmìní støední hodnotu pole, ale projeví se ji¾ najeho 
uktua
í
h. Výpoèet je zdlouhavý, ale pøímoèarý�E2T(r) = h�jE2T(r)j�i � jh�jET(r)j�ij2= h�jE2T(r)j�i= h�jSy�ET(r)S�Sy�ET(r)S� j�i= ��h!q2� h�j f��qSy�ayS� � f�qSy�aS�!2j�i= ��h!q2� h�j f��q �
hs ay�q � e�i#shs a�q�� f�q �
hs a�q � ei#shs ay�qj�!2j�i= �h!q2� h�ja�q f��qe�i#shs+ f�q
hs!�  f��q
hs+ f�qe�i#shs!ay�qj�i= �h!q2�  f��qe�i#shs+ f�q
hs! f��q
hs+ f�qe�i#shs!= �h!q2
� 
h2s+ e�2i#sh2s+ 2 
osqr e�i#shs
hs!: (132)První øádek je de�ni
e. Ve druhém øádku vyu¾íváme, ¾e støední hod-nota pole je nulová. Ve tøetím øádku dosazujeme stlaèený stav a35



mezi operátory pole vkládáme jednièku S�Sy� = 1. Ve ètvrtém øádkudosujeme rozklad pole do modù (zde pouze jeden mod). V pátémøádku je provedena transforma
e kreaèní
h a anihilaèní
h operátorùpodle (129) a (130). V ¹estém øádku jsou vylouèeny nulové èlenyaj�i = 0 a h�jay = 0. V sedmém øádku je vyhodno
en mati
ovýelement h�jaayj�i = 1. V osmém øádku jsou dosazeny normovanévlny.S výsledným tvarem 
uktua
e (132) si lze hrát pro rùzné hodnotyparametrù. Omezíme se na pøípad 
osqr = �1 a # = 0. Potom�E2T(r) = e�2s, 
o¾ je ménì ne¾ 
uktua
e ve vakuu. Toto potlaèení jevykoupeno nárùstem 
uktua
í v sousední
h bode
h, kde 
osqr = 1,tak¾e �E2T(r) = e2s.6.2 Stlaèený koherentní stavStlaèené vakuum slou¾í jako vý
hozí stav pro stlaèený koherentní stav,j�; �i = D�S� j�i: (133)Rozklad tohoto stavu do stavù s ostrým poètem èásti
 je úmornìdlouhý a nebudeme ho ani uvádìt.Pro výpoèty pozorovatelný
h velièin opìt poslou¾í transforma
eanihilaèního operátoruSy�Dy� a D�S� = Sy� (a+ �)S� = 
hs a� ei#shs ay + � (134)odvozená z (112) a (129), a sdru¾ený vztah pro kreaèní operátorSy�Dy� ay D�S� = Sy� (ay + ��)S� = 
hs ay � e�i#shs a+ ��: (135)Z transformaèní
h vztahù snadno najdeme i S
hrödingerovu rov-ni
i pro vlnovou funk
i. Základní rovni
i pro vakuum aj�i = 0, vy-násobíme transformaèními operátory S�D�aj�i = 0. Mezi anihilaèníoperátor a ket vlo¾íme jednièku,0 = S�D�aSy�Dy�D�S� j�i= Sy��Dy��aS��D��j�; �i= �
hs a+ ei#shsy a+ �� j�; �i: (136)36



Pou¾ili jsme de�ni
i stlaèeného koherentního stavu (133), a vztahy proinversní operátory,Dy� = D�� a Sy� = S�� . Dal¹í postup je obdobný vý-poètu vlnové funk
e vakua. Rovni
i (136) zleva promítneme na vektorhfAgj a dosadíme kreaèní a anihilaèní operátory v A-representa
i.16Stlaèené koherentní stavy nejsou pouhou teoreti
kou høíèkou, nebostavy pøipravitelnými za nároèný
h experimentální
h podmínek. Vzni-kají sami ve velmi výkonný
h lasere
h u¾ívaný
h v souèasnosti prokrátkoèasová mìøení. Teoreti
ké popisy krátkoèasové odezvy tuto sku-teènost bohu¾el témìø v¾dy opomíjejí.7 Smí¹ené stavy volného elektromagneti
kého poleDoposud jsem se zabývali elektromagneti
kým polem, jeho¾ hodnotyznáme natolik pøesnì, ¾e mù¾eme stanovit jeho vlnovou funk
i. Jinýmislovy, pøedpokládali jsme, ¾e o poli víme v¹e. Takový pøedpoklad jevhodný pro radiové vlny nebo svìtlo velmi stabilního laseru.Vìt¹ina zdrojù ale pøesné stanovení elektromagneti
kého pole nedo-voluje. Tepelné sálání je smìsí nahodile vyzáøený
h vln o rùzný
h vlno-vý
h èísle
h a polariza
í
h. Odrazem od povr
hu kovu mù¾eme vybratjednu z polariza
í, ale svìtlo zùstane smìsí vlnový
h èísel. Prù
hodtemnou trubièkou vybere jen vlnová èísla v malém rozmezí smìrù, alezùstane smìsí frekven
í. Difrak
í na møí¾
e (tøeba krystalu pro Roent-genovy paprsky) vybereme velmi úzkou oblast vlnový
h èísel vèetnìfrekven
í, u¾¹í ne¾ u svìtla z laseru, ale pøíspìvky jednotlivý
h modùv této úzké oblasti mají nahodilé fáze a jeji
h pøíspìvky k pozoro-vanému poli se vzájemnì ru¹í. Nemáme vyhráno ani kdy¾ doká¾emevy�ltrovat jediný mod �q, nebo» jeho 1; 2; : : : ; N; : : :-fotonové stavymají obe
nì nahodilé fáze.Pokud je na¹e znalost pole zatí¾ena neznalostí nìkterého z parame-trù, nezbývá nám, ne¾ jej pokládat za nahodilý a v teoreti
ký
h pøed-povìdí
h se omezit na støední hodnoty mìøitelný
h velièin. Pøedpoklá-dáme, ¾e vlnová funk
e mù¾e nabýt libovolné hodnoty j	i s pravdìpo-dobností �	. Systém je s jistotou v nìjakém stavu, tak¾e P	 �	 = 1.16Výpoèet vlnové funk
e je vhodné 
vièení, pøi kterém si ètenáø vyzkou¹í jak poskládat øadu støípkù dosudodvozovaný
h rovni
. I bez odvození je v¹ak zjevné, ¾e jak efektivní souøadni
e x, tak jí pøidru¾ený impulz �i�h ��xmají ve stlaèeném stavu jiné koe�
ienty ne¾ ve vakuu. Díky tomu odpovídají stlaèené stavy harmoni
kému os
ilátoruse zmìnìnou tuhostí. 37



Je-li nìjaký stav j�i vylouèen, pak prostì �� = 0. Støední hodnotamìøitelné velièiny X je X = X	 �	 h	jXj	i: (137)7.1 Mati
e hustotySouèet pøes v¹e
hny mo¾né stavy pole pøedstavuje znaènì rozsáhlousumu. I pro diskrétní vlnové vektory máme nekoneènì modù, ka¾dýmod má nekoneènì stavù, a naví
, libovolná lineární kombina
e zedvou ji¾ zapoètený
h stavù, j�i = 
	j	i + 
�j�i, pøedstavuje novýstav. Pokud máme souèet (137) úspì¹nì vyhodnotit, musíme ho zjed-nodu¹it.Aby
hom se zbavili souètù pøes v¹e
hny mo¾né lineární kombina
ea mohli sèítat pouze pøes stavy báze, zavedeme tzv. mati
i hustoty�̂ = X	 j	i�	 h	j: (138)Støední hodnota mìøitelné velièiny X je tedy formálnì rovna stopì(Tra
e) souèinu operátoru X s mati
í hustotyX = Tr (�̂X) = X ;�2bazeh�j�̂j ih jXj�i = X ;�2baze �� X �: (139)Jak je naznaèeno, tuto stopu ji¾ mù¾eme vyhodnotit v libovolné bázi.V dal¹ím budeme uva¾ovat pouze rozvoje do báze a nebudeme tutoskuteènost u sum pøipomínat. Pøi rozvoje do báze musíme zapoèísti nediagonální elementy mati
e hustoty.7.2 Tepelné záøeníV¹e
hny materiály sálají a jsou-li dostateènì horké je èást sálanéhozáøení ve viditelné oblasti. Podívejme se, jak popsat sálané vlny.Jestli¾e je námi sledovaná èást prostoru obklopena tìlesy o stejnéteplotì T { tøeba uvnitø pe
e { záøení je v teplotní rovnováze se svýmokolím a má teplotní rozdìlení. Rovnová¾né rozdìlení nezávisí na èase,tak¾e je vhodné jej rozvíjet do sta
ionární
h stavù, tedy vlastní
hstavù Hamiltoniánu jfNgi. 38



Èasová závislost vlastního stavu jejfNgti = e�i!fNgtjfNgi; kde !fNg = X�q N�q!q: (140)Pro vlastní stavy Hamiltoniánu se èasová závislost daná fázovým fak-torem zru¹í, jfNgtihfNgtj = jfNgihfNgj. Pro kvantové stavy vzniklélineární kombina
í dvou nebo ví
e vlastní
h stavù s rùznými energi-emi EfNg = �h!fNg se èasová závislost nezru¹í.17 Lineární kombina
estavù s rùznou energií tedy nemohou pøispívat ke sta
ionární mati
ihustoty. Díky tomuto omezení je mati
e hustoty diagonální v repre-senta
i vlastní
h stavù Hamiltoniánu.Podle Boltzmannova rozdìlení pravdìpodobnost obsazení stavu kle-sá exponen
ielnì s energií mìøenou na ¹kále teplotyhfNgj�̂jfNgi = Z e�EfNgkBT : (141)Proto¾e nediagonální elementy jsou nulové, mù¾eme z Boltzmannovarozdìlení sestrojit mati
i hustoty�̂ = Z XfNg jfNgie�EfNgkBT hfNgj = Z e� HTkBT = e� HTkBTTr e� HTkBT ! : (142)Pou¾ili jsme, ¾e jfNgi tvoøí úplnou bázi vlastní
h stavù Hamiltoniánu,HT = PfNg jfNgiEfNghfNgj. Stopa ve jmenovateli poskytuje normuZ, zjevnì platí Tr�̂ = 1.V teplotní rovnováze jsou støední hodnoty elektri
kého a magneti
-kého pole nulové, ET = Tr(�̂ET) = 0 a B = Tr(�̂B) = 0. Podobnìjako u èistý
h stavù nulová pole plynou z nulový
h polí vlastní
h stavùHamiltoniánu hfNgja�qjfNgi = 0. Nenulová pole jsou mo¾ná jen prostavy s nenulovými nediagonálními elementy mati
e hustoty.7.3 Energie tepelného záøeníStøední hodnoty kvadrátù elektri
kého a magneti
kého pole, a tedyi støední energie, jsou v teplotní rovnováze nenulové. Jak známo, ener-17Tøeba funk
e (88), j	ti = e�iN!t
N jNi+ e�i(N�1)!t
N�1jN � 1i, dáváj	tih	tj = j
N j2jNihN j+ j
N�1j2jN � 1ihN � 1j+ 
N �
N�1e�i!tjNihN � 1j+ �
N
N�1ei!tjN � 1ihN j. 39



gie tepelného záøení mìla histori
ký význam a otevøela 
elou kvan-tovou fyziku. Pøepoètìme si tento starý problém moderním forma-lizmem druhého kvantování.Hustota energie záøení jeHT = Tr (�̂HT) = X�q �h!qn�q: (143)Dosadili jsme Hamiltonián (41), èím¾ jsme energii rozlo¾ili do pøí-spìvkù jednotlivý
h modù. Ka¾dý mod pøispívá úmìrnì støednímupoètu fotonù v modu n�q = Tr ��̂ ay�qa�q� : (144)Spoèteme støední poèet fotonù. Pøímo z de�ni
e (144) plyne18n�q = 1ZTr e� HTkBT ay�qa�q!= 1ZTr ay�qe�HT+�h!qkBT a�q!= e� �h!qkBT 1ZTr ay�qe� HTkBT a�q!= e� �h!qkBT 1ZTr e� HTkBT a�qay�q!= e� �h!qkBT 1ZTr e� HTkBT (ay�qa�q + 1)!= e� �h!qkBT (n�q + 1) : (145)Z posledního øádku (145) dostaneme, ¾e støední poèet fotonù je dánBose-Einsteinovým rozdìlenímn�q = 1e �h!qkBT � 1 : (146)Z Bose-Einsteinova rozdìlení dopoèítáme hustotu energie (143).Dosadíme frekven
i !q = 
q a nahradíme sumu integrálem. Ani frek-ven
e ani støední poèet fotonù nezávisí na polariza
i, tak¾e souèet pøes� vnese faktor 2. Frekven
e nezávisí na smìru vlnového vektoru, tak¾e18Nejprve jsme dosadili (142) do (144). Ve druhém øádku jsme pou¾ili komuta
i (82). Ve tøetím øádku je vytknutèíselný faktor pøed stopu. Ve ètvrtém øádku je pou¾ita rota
e operátorù pod stopou Tr(ABC) = Tr(BCA). Vpátém øádku jsme dosadili komutaèní rela
i (35). V ¹estém øádku jsme pou¾ili první øádek a normu mati
e hustoty.40



integra
e po smìre
h pøinese faktor 4�q2. Substitu
í x = �h
qkBT dosta-neme integrál R10 dxx3=(ex � 1) = �4=15. Odsud najdeme, ¾e hustotaenergie elektromagneti
kého pole je úmìrná ètvrté mo
ninì teplotyHT = X�q �h!qn�q = X� Z dq(2�)3 �h
qe �h
qkBT � 1 = �2 k4B T 415 �h3 
3 : (147)7.4 Vedení tepla sálánímRovnová¾né rozdìlení se ustaví jen tehdy, je-li 
elý prostor obklopentìlesy o stejné teplotì. Podívejme se ale na pøípad, kdy z jedné stranyje stìna o teplotì T1 a z druhé je stìna o teplotì T2.Pro jednodu
host uva¾ujeme stìny rovnobì¾né a polo¾íme je rov-nobì¾nì s rovinou y � z. Stìna o T1 le¾í vlevo od stìny T2, tak¾ejejí záøení letí v kladném smìru. Obì stìny jsou dokonale èerné, tj.neodrá¾í ¾ádné záøení.Záøení v kladném smìru qx > 0 odpovídá teplotì levé stìny, v zá-porném smìru qx < 0 teplotì pravé stìny,n�q = 1e �h!qkBT1 � 1 pro qx > 0;n�q = 1e �h!qkBT2 � 1 pro qx < 0: (148)V tomto rozdìlení mají jednotlivé mody teplotní rozdìlení, ale 
elkovérozdìlení není rovnová¾né.Tok energie ve smìru x je souètem energeti
ký
h kvant od jednot-livý
h modù. Ry
hlost fotonu je 
 a její slo¾ka ve smìru x je vx = 
qxq .Celkový tok tepla jednotkou plo
hy tedy je19Qtepla = X�q 
qxq �h!qn�q = X� Z dq(2�)3 �h
2qxe �h
qkBT � 1 = �2 k4B (T 41 � T 42 )60 �h3 
3 :(149)Velièina � = �2 k4B60 �h3 
3 = 5:6705 10�8 W/(m2K4) se nazývá Stefan-Boltzmannùv koe�
ient.19Oproti výpoètu energie, kde úhlová integra
e je R dq : : : = R 2�0 d' R �2��2 d� 
os � R10 dq q2 : : : = 4� R10 dq q2 : : :,zde pro qx = q sin � > 0 máme Rqx>0 dq qxq : : : = R 2�0 d' R �20 d� 
os � sin � R10 dq q2 : : : = � R10 dq q2 : : :. Výpoèetpro qx < 0 je analogi
ký. 41



7.5 Mono
hromati
ké svìtlo z tepelného zdrojeMezi dvìmi stìnami není rovnová¾né rozdìlení fotonù, ale jeho èástiqx > 0 a qx < 0 mají 
harakter teplotního rozdìlení. Podívejme se,jak se za
hová informa
e o teplotì zdroje pokud svazek pro¾enemesoustavou, která zane
há fotony pouze v jediném modu �q. Takovousoustavou mù¾e být úzký otvor { ten vybere jediný smìr vlnový
hvektorù, hranol { ten vybere jedinou barvu, a dvojlomný krystal nebopolarizaèní zr
átko { ty vyberou jednu polariza
i.I ideálnì momo
hromati
ké polarizované svìtlo si pamatuje tep-lotu zdroje. Filtrováním pùvodního teplotního rozdìlení odstranímev¹e
hny fotony z jiný
h modù, tak¾e�̂ = Z XN�q jN�qie� �h!qN�qkBT hN�qj = Z e� �h!qkBT ay�qa�q: (150)Normu Z spoèteme ze stopy1Z = Tr e� �h!qkBT ay�qa�q! = 1XN�q=0 e� �h!qN�qkBT = 11� e� �h!qkBT : (151)Mati
e hustoty dokonale mono
hromati
kého a polarizovaného svìtlaz tepelného zdroje tedy je�̂ =  1� e� �h!qkBT ! e� �h!qkBT ay�qa�q: (152)Reálné �ltry nejsou ideální. Pùsobním �ltrù obvykle sní¾íme po-èet fotonù vybraného svazku. Tím vlastnì zvý¹íme podíl vakovéhostavu na 
elkovém rozdìlení, tak¾e rozdìlení (151) musíme nahraditrealistiètìj¹ím̂� = (1� S)j�ih�j + S  1� e� �h!qkBT ! e� �h!qkBT ay�qa�q: (153)Toto svìtlo dává nulová støední elektri
ká a magneti
ká pole, nenulovéjsou pouze støední hodnoty jeji
h kvadrátù. Energie tohoto svìtla jeHT = S�h!qn�q, kde Bose-Einsteinovo rozdìlení (146) závisí na teplotìzdroje.Jak vidno, teplota zdroje urèuje pomìr jedno-, dvou-, : : :-fotonový
hslo¾ek. Neurèuje jeji
h amplitudu, tedy pomìr k 0-fotonovému stavu.42



8 Spontání emise fotonu ex
itovaným atomemDosud jsme uva¾ovali elektromagneti
ké pole, které nìjak vzniká pøí-padnì zaniká kdesi v okolí na¹eho vzorku. Na¹ím 
ílem teï bude po-psat vznik (emisi) záøení na zdroji uvnitø vzorku.Pøi srá¾ká
h atomù v plynu mohou elektrony jeji
h obalù pøevzítèást kineti
ké energie a pøejít do n-tého vybuzeného stavu  n s energiíEn. Vybuzený atom není stabilní a èasem pøejde na nìjaký ni¾¹í stav m s energií Em < En nebo zpìt do základního stavu  1. Pøi pøe
hoduna ni¾¹í stav se uvolní energie, která je vyzáøena ve formì fotonu dookolí. Podívejme se, jak taková emise fotonu probíhá.Jako poèáteèní stav 
elého systému v èase t = 0 vezmeme jedenatom ve stavu  n a nebudeme uva¾ovat ¾ádné elektromagneti
ké zá-øení v okolí. Poèáteèní vlnová funk
e je tedy souèin funk
e atomua elektromagneti
kého vakua a její èasový vývoj je popsán S
hrödin-gerovou rovni
íi�h ��tj	i = Hj	i; j	it=0 = j nij�i: (154)S
hrödingerova rovni
e (154) má snadné formální øe¹ení,j	i = �(t) e� i�hHt j nij�i: (155)Skoková funk
e (�(t) = 1 pro t > 0 a �(t) = 0 pro t < 1) pouzepøipomíná skuteènost, ¾e øe¹ení má smysl jen pro èasy po vybuzeníatomu. Proto¾e nedoká¾eme nalézt diagonální representa
i Hamilto-niánu, nelze toto øe¹ení pou¾ít bez dal¹í
h pøibli¾ný
h úprav.Úpravy vlnové funk
e provedeme ve Fourierovì obrazuj	iE = Z dt e i�hEt j	i = 1Z0 dt e i�h (E�H)t j nij�i = 1E �H i�hj nij�i:(156)Aby byla zaruèena konvergen
e integrálu, má energie malou kladnouimaginární èást, tj. ImE > 0 a ImE ! 0. Matemati
ké manipula
ese zlomkem nazývaným buï resolventa nebo Greenova funk
e jsoupohodlnìj¹í ne¾ manipula
e s exponentou.
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8.1 Metoda projekèní
h operátorùPro zaèátek nás bude zajímat pouze projek
e vlnové funk
e na svojipoèáteèní hodnotu h�jh nj	i. Z Fourierova rozkladu (156) je zøejmé,¾e musíme vyhodnotit element resolventy h�jh nj 1E�H j nij�i.Výhodný zápis poskytují projekèní operátoryP = j nij�ih�jh nj; Q = 1� P: (157)Podle ni
h rozèleníme Hamiltonián na ètyøi èásti,H = (P+ Q)H(P+ Q) = HP +HQ +HPQ +HQP: (158)Budeme pou¾ívat znaèení HP = PHP pro poèáteèní stav, HQ = QHQpro podprostor v¹e
h stavù vyjma poèáteèního a HPQ = PHQ aHQP = QHP pro èleny, které je spojují.Spojují
í èleny HPQ a HQP umo¾òují pøe
hod z poèáteèního stavudo jiného kon
ového stavu. To je patrné, kdy¾ spojují
í èleny polo¾ímerovny nule,20G0 = 1E �HP �HQ = PE �HP + QE �HQ : (159)Pokud dosadíme do rozkladu (156) hrubé pøiblí¾ení 1E�H � G0 dosta-neme, ¾e vybuzený stav je sta
ionární, j	i � e� i�hEntj nij�i.Spojují
í èleny Hamiltoniánu budeme 
hápat jako poru
hu, ve kterézlomek rozvineme. Vyjdeme z identity1E �H = 1E �HP �HQ + 1E �HP �HQ (HPQ+HQP) 1E �H; (160)kterou snadno ovìøíme vynásobením E � H zprava a E � HP � HQzleva. Identitu pøepí¹eme ve zkrá
eném znaèeníG = G0 +G0(HPQ +HQP)G: (161)Tuto identitu promítneme na poèáteèní stav (násobíme projektoremP z obou stran) GP = G0P +G0PHPQGQP: (162)20Zlomek rozvineme do geometri
ké øady,(P+ Q)G0 = PE + QE + (P+Q) 1E (HP +HQ) 1E + (P+ Q) 1E (HP +HQ) 1E (HP +HQ) 1E + : : :Z de�ni
e projektorù je zøejmé, ¾e PQ = 0. Odtud plyne PHQ = 0, HQP = 0 a HPHQ = 0, tak¾e po vynásobeníprojektorem P, respektivnì P, zùstanou pouze èleny s HP, respektivnì HQ. Ka¾dou øadu seèteme zvlá¹».44



Potøebujeme spojují
í element resolventy GQP. Ten dostaneme kdy¾vynásobíme identitu (161) zleva Q a zprava P,GQP = G0QHQPGP: (163)Vyu¾ili jsme, ¾e QG0P = 0. Nyní pouze dosadíme (163) do (162)GP = G0P +G0PHPQG0QHQPGP: (164)Rovni
e (164) je algebrai
ký vztah proGP. Ten vyøe¹íme a do výsledkudosadíme ze (159)GP = G0P1�G0PHPQG0QHQP = PE � En �HPQG0QHQP : (165)Pøevedli jsme problém výpoètu funk
e GP na výpoèet funk
e �nurèují
í velikost opravyHPQG0QHQP = j nij�i�nh�jh nj = �n P: (166)Index n pøipomíná, ¾e projektor P vybírá n-tý stav atomu. Funk
e�n opravuje energii atomu. Proto se jí øíká buï vlastní energie neboèastìji angli
ky selfenergie.8.2 Doba ¾ivota vybuzeného stavuSelfenergie popisuje i zánik poèáteèního stavu. Podívejme se jak. Prav-dìpodobnost, ¾e v èase t je atom je¹tì ve vybuzeném stavu, je rovnakvadrátu amplitudy vlnové funk
e jh�jh nj	ij2. Spoèteme tuto am-plitudu ze selfenergie.Èasovou závislost vlnové funk
e získáme zpìtnou Fourierovou trans-forma
íj	i = Z dE e� i�hEt j	iE = I dE e� i�hEt 1E �H i�hj nij�i; (167)kde kruhový integrál se uzavírá po dolní komplexní polorovinì. Popromítnutí na poèáteèní stav dostanemeh�jh nj	i = I dE e� i�hEt h�jh nj i�hE �H j nij�i= I dE e� i�hEt GP: (168)45



Pro odvození druhého tvaru jsme mezi poèáteèní stav a zlomek vlo¾iliidentitu 1 = P+ Q a vyu¾ili, ¾e Pj nij�i = j nij�i a Qj nij�i = 0.Pøesný výpoèet resolventy GP nebo selfenergie �n je pøíli¹ obtí¾ný,ale mù¾eme urèit její rozumné pøiblí¾ení. Je-li selfenergie nulová, tedyGP � G0P, vybuzený stav je stabilní a je dán jediným pólem resolventyE � En. Mù¾eme oèekávat, ¾e selfenergie je pouze opravou tohotopólu, tak¾e opravený pól "n je nulou (neboli koøenem) jmenovateleresolventy, "n � En � �n("n) = 0. Odtudh�jh nj	i = i�h I dE e� i�hEt 1E �En � �n(E)� i�h I dE e� i�hEt 1E �En � �n("n)= i�h I dE e� i�hEt 1E � "n= e� i�h"nt: (169)Je zøejmé, ¾e reálná èást selfenergie opravuje vazebnou energii elek-tronu v n-tém stavu, Re "n = En+Re�n. Budeme pova¾ovat energiestavù Re "n za zmìøené hodnoty a reálnou èást selfenergie nebudemeuva¾ovat.Doba ¾ivota �n elektronu v n-tém vybuzeném stavu je dána ex-ponen
iálním útlumem pravdìpodobnosti jeho výskytu v poèáteènímstavu pn = e�t=�n. Z kvantové interpreta
e pravdìbodobnosti výskytuèásti
e ve stavu pn = jh�jh nj	ij2 = e 2�h Im "nt plyne, ¾e doba ¾ivota jenepøímo úmìrná imaginární èásti selfenergie�n = � �h2 Im "n = � �h2 Im�n : (170)Pøidejme poznámku o poru
hovém rozvoji. Doba ¾ivota vystupujev exponentì èasové závislosti vlnové funk
e. Rozvineme-li èasovou zá-vislost podle øádù e�t=� = 1� t=�+ t2=2� 2� : : :, vidíme, ¾e exponen
i-ální útlum vy¾aduje nekoneèný øád v 1=� a tedy i nekoneèný øád v síleinterak
e. Hodnotu ry
hlosti útlumu v¹ak staèí spoèítat v nejni¾¹ímnenulovém øádu.
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8.3 Jedno-fotonová emiseCh
eme-li se dozvìdìt dobu ¾ivota ex
itovaného stavu, musíme spo-èítat alespoò pøibli¾nou hodnotu selfenergie (166). V nejjednodu¹¹ímpøiblí¾ení se omezíme na jedno-fotonovou emisi.Resolventa G0Q je obe
nì velmi slo¾itá, nebo» obsahuje v¹e
hny zbý-vají
í stavy soutavy atom-elektromagneti
ké pole vèetnì jeji
h vzá-jemný
h interak
í. Aby
hom ji zjednodu¹ili, omezíme se pøi výpoètuselfenergie na druhý øád elektron-fotonové interak
e. Jeliko¾ spoju-jí
í èleny HPQ = H 0PQ a HQP = H 0QP jsou úmìrné elektron-fotonovéinterak
i, staèí nám resolventa G0Q v nultém øádu interak
eG0Q � QE �He �HT= Xm6=n j mij�i 1E � Emh�jh mj+ Xm X�q j mij1�qi 1E � Em � �h!q h1�qjh mj+ Xm X�q X�k j mij1�q; 1�ki 1E � Em � �h!q � �h!k h1�q; 1�kjh mj+ : : : (171)V dipólovém pøiblí¾ení se z rozvoje (171) uplatní pouze druhý øá-dek. Doka¾me si toto tvrzení. V selfenergii P�n = H 0PQG0QH 0QP vy-stupuje resolventa sevøená mezi interakèními Hamiltoniány. InterakèníHamiltonián v dipólovém pøiblí¾ení H 0 = A(0)j je souèin operátoruvektorového poten
iálu pùsobí
ího pouze na funk
i elektromagneti
-kého pole a operátoru proudu j = i�h(Hed�dHe) pùsobí
ího pouze nafunk
i atomu. Pùsobení vektorového poten
iálu (36) na vakuum dánulové pøíspìvky od anihilièní
h operátorù zatím
o kreaèní operátorypøevedou vakuum na jedno-fotonové stavy,A(0)j�i = X�q f��q(0)vuuut �h2�!qay�qj�i = X�q e�qvuuut � �h(2�)3 2� !q j1�qi:(172)Ve výrazu (172) jsou zastoupeny pouze stavy z druhého øádku resol-venty (171), 
o¾ jsme 
htìli ukázat.47



Nyní doká¾eme selfenergii vyjádøit expli
itnì,�n = h�jh njH 0 1E �He �HTH 0j nij�i= h njj h�jA(0) 1E �He �HTA(0)j�i jj ni= X�q�k �(2�)3 �h2�p!q!k h nj je�k h1�kj 1E �He �HT j1�qi e�qj j ni= X� Z dq(2�)3 �h2� !q h nj je�q 1E �He � �h!q e�qj j ni= Xm X� Z dq(2�)3 12� �h!q jdnme�qj2 (En � Em)2E �Em � �h!q : (173)První øádek jen opakuje de�ni
i selfenergie. Ve druhém øádku jsmedosadili pøiblí¾ení pro interakèní Hamiltonián. Ve tøetím øádku je vy-hodno
eno pùsobení vektorového poten
iálu na vektor vakua podle(172). Ve ètvrtém øádku jsme vyu¾ili, ¾e fotonový Hamiltonián je dia-gonální v basi stavù s ostrým poètem èásti
, tak¾e mù¾eme vyhodnotitjeho libovolnou funk
i h1�kjg(HT)j1�qi = g(�h!q)Æ�q�k. Pomo
í Æ od-straníme � a k. Sumu pøes q nahradíme integra
í podle (19). Po tomtokroku závisí zlomek na jediném operátoru {Hamiltoniánu pro atom.V diagonální representa
i He = Pm j miEmh mj dostaneme mati
ovéelementy proudu jmn = h mjjj ni, za které dosadíme (66).Hodnotu selfenergie potøebujeme znát v pólu resolventy,�n � �n(En) = Xm� Z dq(2�)3 jdnme�qj22� �h!q (En �Em)2En �Em � �h!q + i0: (174)Èlen i0 pøipomíná, ¾e energie E musí mít nekoneènì malou kladnouimaginární èást. Imaginární èást selfenergie podle (174) je21Im�n = �Xm� Z dq(2�)3 jdnme�qj22� (En�Em) � Æ(En�Em��h!q): (175)Na souètu pøes polariza
i � ji¾ závisí pouze projek
e dipólù, tak¾emù¾eme tento souèet zjednodu¹it. Polarizaèní vektory spolu se smìro-vým vektorem hybnosti q=q tvoøí úplnou basi, neboli libovolný vektor21Pou¾ijeme Landaùv rozklad zlomku blíko reálné osy na hlavní hodnotu a Æ funk
i1x+ i0 = }x � i�Æ(x):V souèinu s Æ funk
í je �h!q = En �Em. 48



d mù¾eme v této basi rozlo¾itd = qq2 (qd) +X� e�q(e�qd): (176)Vynásobíme-li skalárnì tento rozklad vektorem d, najdemeX� jdnme�qj2 = d2mn � jdnmqj2=q2 = d2mn(1� z2); (177)kde dmn = jdnmj a z je 
osinus úhlu mezi dipólem a hybností. Nynísnadno dokonèíme integra
i1�n = �2�h Im�n= �(2�)3 ��h Xm (En � Em) d2mn 2�Z0 d� 1Z�1 dz (1� z2)� 1Z0 q2dq Æ(En � Em � �h
q)= 13� � �h4
3 Xm<n (En �Em)3 d2mn: (178)Integra
e Æ funk
e v (178) je nenulová pouze kdy¾ Em < En. Toznamená, ¾e stav n mù¾e spadnout pouze do ni¾¹ího stavu. Tuto pod-mínku jsme nahradili jednodu¹ím vyjádøením m < n.8.4 Doba ¾ivota p-stavu vodíkuPro názornost ze vzor
e (178) odhadneme dobu ¾ivota vybuzenéhostavu. Za vybuzený stav vezmeme p-stav vodíku, jeho¾ vazebná ener-gie je E2 = �14 13:5 eV = �5:4 10�19 J. Tento p-stav mù¾e spadnoutpouze do s-stavu s energií E2 = �13:5 eV = �21:6 10�19 J.Vlnové funk
e s a pz stavù jsou 1 = 1p� a� 32B e� raB ; 2 = 14p2� a� 32B raB e� r2aB 
os �; (179)kde r je vzdálenost elektronu od jádra a � 2 (0; �) je úhel od osyz. Volba souøadné sosutavy je libovolná, tak¾e nemusíme jiné p-stavyuva¾ovat. 49



Dipól ve smìru osy z je dán integrálemd12 = eh 1jr 
os �j 2i= e 1Z0 r2 dr �Z0 sin � d� 2�Z0 d�  1 r 
os �  2= e 2�Z0 d� �Z0 sin � d� 
os2 �� 1Z0 r2 dr r 1p� a� 32B e� raB 14p2� a� 32B raB e� r2aB= 4p2  23!5 e aB� 0:745 e aB; (180)kde aB = 0:53 �A = 5:3 10�11 m je Bohrùv polomìr. Ostatní vektorovéslo¾ky dipólu jsou nulové.Dosadíme-li � = 107=(4�
2) F/m, 
 = 3 108 m/s, �h = 10�34 Jsa e = 1:6 10�19 C a hodnoty energií a dipólu do (178), dostaneme1�2 = 13� � �h4
3 (E1 �E0)3 d212 = 109 s�1; (181)tak¾e doba ¾ivota je 10�9 s.Je zajímavé srovnat dobu ¾ivota p-stavu s jeho Newtonovským po-pisem. Pøedstavíme-li si elektron jako klasi
kou kulièku krou¾í
í ko-lem jádra, jeho pohyb je dán rovnováhou pøita¾livé a odstøedivé síly,e24��r2 = mr �2�T �2, kde T je doba obìhu. Bohrovo kvantování orbitpo¾aduje, aby moment hybnosti byl 
elým násobkem Plan
kovy kon-stanty, mvr = m2�T r2 = n�h, kde n = 1 pro základní stav a n = 2pro stav vybuzený. Tyto úvahy vedou ke správným vazebným ener-giím a klasi
ké vzdálenosti elektronù r = n2aB jsou také rozumnýmodhadem kvantový
h hodnot. Klasi
ké ry
hlosti v = n�hmr = �hnaBm pakdávají dobu obìhu T = 2�rv = n3 2�a2Bm�h = n2 1:76 10�16 s. Elektronv p-stavu tedy ví
e ne¾ milionkrát zakrou¾í ne¾ spadne do s-stavu.Tomu odpovídá i ryze kvantové srovnání. Imaginární èást selfenergieIm�1 = ��h=2�1 = 5 10�26 J = 3 10�7 eV je ví
e ne¾ milónkrát men¹íne¾ odstup energií. 50



9 ©íøka spektrální èáryPøe
hod atomu z vybuzeného stavu do ní¾¹ího je provázen vyzáøenímfotonu. Podívejme, jaké spektrum fotonù budeme pozorovat.9.1 Pøirozená ¹íøka èáryKoneèná doba ¾ivota vybuzeného stavu se projeví na energeti
kémspektru vyzáøený
h fotonù. Pravdìpodobnost, ¾e atom skonèí v ni¾¹ímstavu m, zatím
o je vyzáøen foton do modu �q je úmìrná kvadrátuelementu vlnové funk
e jh1�qjh mj ij2. Podobnì jako pro poèáteènístav, tento element spoèteme ze zpìtného Fourierova rozkladu (167)promítnutého tentokrát na kon
ový stavh1�qjh mj	i = I dE e� i�hEt h1�qjh mj i�hE �H j nij�i: (182)Mati
ový element zlomku pøíslu¹í spojují
ímu elementu resolventyh1�qjh mj 1E �H j nij�i = h1�qjh mjGQPj nij�i � G�qm;�n; (183)který spoèteme ve stejném pøiblí¾ení jako selfenergii,GQP = G0QH 0GP � QE �He �HT A(0)j GP: (184)Resolventu G0Q jsme nahradili podle (171) pøiblí¾ením pro neintera-gují
í atom a svìtlo. Interakèní Hamiltonián bereme v dipólovém pøi-blí¾ení. Nakone
 je¹tì resolventu GP dosadíme v pólovém pøiblí¾ení,G�qm;�n = 1E � Em � �h!q h1�qjA(0)j�ih mjjj ni 1E � En + i �h2�n :(185)Proud v dipólovém pøiblí¾ení h mjjj ni = i�h(Em�En)dmn a operá-tor vektorového poten
iálu (36), tedy h1�qjA(0)j�i = r �h2�!qe�qr �(2�)3 ,dajíG�qm;�n = i�h Em �EnE � Em � �h!q vuuut �h2� !qvuut �(2�)3 e�qdmnE �En + i �h2�n : (186)
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Pomo
í identity 1E�a 1E�b = 1a�b � 1E�a � 1E�b� od sebe oddìlíme pólyresolventyG�qm;�n = C 0B� 1E � Em � �h!q � 1E � En + i �h2�n 1CA ; (187)kde C = i�h vuuut �h2� !q e�qdmn vuut �(2�)3 Em � EnEm + �h!q � En + i �h2�n : (188)Zpìtnou Fourierovou transforma
í resolventy dostaneme èasovouzávislost elementu vlnové funk
eh1�qjh mj	i = I dE e� i�hEt G�qm;�n = C �e� i�h (Em��h!q)t � e� i�hEnt� t2�n� :(189)Rozdíl exponent vymizí pro t ! 0, tak¾e na poèátku je obsazeníjednofotonový
h stavù nulové pro v¹e
hny mody. Tím jsme jen ovìøili,¾e øe¹ení správnì splòuje poèáteèní podmínku.Pro èasy podstatnì del¹í ne¾ doba ¾ivota vybuzeného stavu t� �nje tlumená exponenta zanedbatelná a vlnová funk
e je úmìrná pouzenetlumenému èlenu. Kvadrát amplitudy pak jejh1�qjh mj	ij2 = jCj2 = dq(2�)3 12� �h!q je�qdmnj2(Em �En)2(Em + �h!q � En)2 + �h24�2n :(190)Dosadili jsme � = dqxdqydqz = dq.Dùle¾ité je, ¾e pro dlouhé èasy pøispívá pouze pól funk
e G0Q. Tonám dovoluje vyhodnotit dlouhoèasovou limitu i kdy¾ nepou¾ijemepólové pøiblí¾ení,jh1�qjh mj	ij2 = dq(2�)3 12��h!q je�qdmnj2(Em � En)2(Em+�h!q�En)2 + (Im�n(Em+�h!q))2 :(191)Vra»me se k výkladu odvozeného výsledku. Kvadrát amplitudypøedstavuje pravdìpodobnost, ¾e do in�nitesimálního intervalu vlno-vý
h vektorù (qx; qx+ dqx)� (qy; qy + dqy)� (qz; qz + dqz) byl vyzáøenfoton. Rozdìlení vyzáøený
h fotonù jep�q = 12� �h!q je�qdmnj2(Em � En)2(Em + �h!q �En)2 + �h24�2n : (192)52



Podle jmenovatele vidíme, ¾e nejpravdìpodobnìj¹í jsou fotony s ener-gií �h!q = En � Em. Pokud se energie fotonu od této hodnoty li¹ío ménì ne¾ �h=2�n, je pravdìpodobnost emise stále je¹tì velká. Pozo-rovaná spektrální èára má tedy koneènou ¹íøku. Není-li zapojen ¾ádnýdal¹í me
hanismus roz¹íøení èáry, je èára Lorentzovská22 a její ¹íøka jenepøímo úmìrná dobì ¾ivota vybuzeného stavu.V¹imnìte si vztahu mezi selfenergií a pravdìpodobnostmi pøe
hodùdo jednotlivý
h kon
ový
h stavù. Imaginární èást selfenergie je souè-tem pøes v¹e
hny kon
ové stavy. Kon
ové stavy pro výpoèet tvaruèáry jsou tedy v selfenergii vnitøními stavy { stavy do ni
h¾ mù-¾eme rozlo¾it resolventu. Ètenáø se mù¾e sám pøesvìdèit, ¾e pøiblí¾ení,které jsme pou¾ili pro výpoèet doby ¾ivota, je konsistentní s pøiblí¾e-ním pou¾itým pro výpoèet spektra emitovaný
h fotonù. Integra
e pøesv¹e
hny koneèné stavy PmP�q jh1�qjh mj	ij2 = PmP� R dq(2�)3 p�q = 1je rovna jedné právì kdy¾ �h2�n = �Im�n je dáno výrazem (175). Pou-¾ijte 1x2+a2 ! 1a�Æ(x) pro malá a.9.2 Teplotní roz¹íøení spektrální èáryV reálném plynu se atomy èi molekuly pohybují s teplotním rozdìle-ním ry
hlostí. Pohyb ve smìru vyzáøeného fotonu vede na Dopplerovozvý¹ení jeho frekven
e, pohyb proti smìru záøení frekven
i sni¾uje.Z pùvodnì úzké èáry se tak stane èára ¹ir¹í.Pro jednodu
host budeme v této kapitole uva¾ovat, ¾e pøirozená¹íøka èáry je malá ve srovnání s Dopplerovským a srá¾kovým roz¹íøe-ním. Spektrální èáru bez tì
hto oprav pak mù¾eme nahradit Æ funk
í,nebo» z i �h2�n ! i0 plynep�q ! ��n�h� je�qdmnj2(En � Em)Æ(Em + �h!q �En): (193)Pravdìpodobnost, ¾e atom o hmotnosti m v plynu o hustotì na teplotì T má ry
hlost v je dána Maxwellovým rozdìlenímf(v) =  m2� kBT !32 e� mv22kBT : (194)Rozdìlení (194) je normováno na interval ry
hlostí n = R dvf . ZdekB = 1:38 10�23 J/K je Boltzmannova konstanta.22Lorentzovské rozdìlení pravdìpodobnosti má tvar 2ax2+a2 .53



Dopplerovu zmìnu frekven
e pohybem atomu lze spoèítat øadoupostupù od záøení letí
ího zdroje, pøes Lorentzovu transforma
i z le-tí
í do laboratorní soustavy, a¾ po zákony za
hování energie a hyb-nosti. Nejpohodlnìj¹í jsou zákony za
hování. Pøed vyzáøením fotonumá atom hybnost mv, po vyzáøenímu. Jak jsme si ukázali (43), fotonv modu �q nese hybnost �hq. Zákon za
hování hybnosti po¾adujemv = mu+ �hq: (195)Odpovídají
í zmìna kineti
ké energie atomu je12mv2 � 12mu2 = �hqv � �h2q22m : (196)Poslední èlen (196) je zanedbatelný.23Zmìna kineti
ké energie pøispívá k energeti
ké bilan
i záøení. Po-èáteèní energie je souèet kineti
ké energie 12mv2 a energie vybuzenéhostavu En. Kon
ová energie je souèet energie fotonu �h!q, kineti
kéenergie 12mu2 a energie kon
ového stavu atomu Em. Zákon za
hováníenergie 12mv2 + En = �h!q + 12mu2 + Em (197)pak zahrnuje Dopplerùv posun frekven
e�h!q = En �Em + �hqv: (198)Vliv tepelného pohybu na spektrální èáru spoèteme jako rozdìlenív¹e
h mo¾ný
h Doplerovsky posunutý
h frekven
í. Nejprve zahrnemevliv ry
hlosti atomu na jeho èáru tak, ¾e opraveným zákonem za
ho-vání energie nahradíme argument Æ funk
e ve výrazu (193). Taktoposunuté èáry pak vystøedujeme pøes ry
hlosti atomù,p�q = Z dvf(v)��n�h� je�qdmnj2(En �Em)Æ(Em + �h!q � En � �hvq):(199)Výpoèet dokonèíme obvyklými kroky. Oznaèíme q = jqj a projek
iry
hlosti do smìru q jako v, tj, vq = vq. Zbývají
í dvì vektorové23Foton viditelného svìtla má energii pøibli¾nì �h!q � 1 eV � 10�19 J, tak¾e nese hybnost øádu �hjqj = �h!q
 �3 10�27 Ns. Atom pøi pokojové teplotì T = 300 K má tepelnou energii 12mv2 � kBT � 10�20 J. Odpovídají
íry
hlost je vth � 103 m/s. Tepelná hybnost pth = mvth � 10�23 Ns je o ètyøi øády vìt¹í ne¾ hybnost fotonù. Protomù¾eme zanedbat �h2q2 � 2mv�hq. 54



slo¾ky ry
hlosti nemají vliv na Æ funk
i a zbavíme se ji
h integra
í,p�q = ��n�h� je�qdmnj2(En � Em) vuut m2� kBT� Z dv e� mv22kBT Æ(Em + �h
q � En � �hvq)= ��n�h� je�qdmnj2(En � Em) vuut m2� kBT 1�hq e� m2kBT (
�En�Em�hq )2:(200)Výraz (200) poskytuje expli
itní rozdìlení fotonù, není v¹ak po-hodlný pro vyhodno
ení mìøený
h èar. Jeho zjednodu¹ení vyu¾ívá,¾e exponenta ry
hle vymírá pro �h
q 6= En � Em. To nám dovolujepøibli¾nì krátit (Em � En)=�hq � 
 v pøedfaktoru exponenty. Nejdù-le¾itìj¹í je pøiblí¾ení v argumentu exponenty, kde pou¾ijeme rozvojkolem bodu maxima 
 � En�Em�hq � (�h
q � En + Em) 
En�Em . Potommá pravdìpodobnost vyzáøení fotonu do modu �q tvar jednodu
héhoMaxwellova rozdìleníp�q = ��n
�h� je�qdmnj2 vuut m2� kBT e� m
22kBT (En�Em)2 (�h
q�En�Em)2: (201)©íøka teplotnì roz¹íøené èáry vzhleme k promìnné �h
q je podle (201)rovna !th = En �Em�h vuut m
22kBT : (202)Pro 2kBT � 10�20 J, m � 10�26 kg a En � Em � 10�19 J dostaneme!th � 108 s�1. Tato hodnota je men¹í ne¾ pøirozená ¹íøka èáry vodíku,ale ne podstatnì. To ukazuje na skuteènost, ¾e vzájemný vztah oboupøíspìvkù není jednoznaèný a závisí jak na vlastnoste
h plynu tak nasledované èáøe.9.3 Srá¾kové roz¹íøení spektrální èáryKromì pøímoèaráho teplotního pohybu prodìlávají atomy srá¾ky. Pøini
h mìní smìr a ry
hlost a tím i Dopplerùv posun frekven
í. Mimozmìnu frekven
e pøiná¹ejí srá¾ky i nahodilou zmìnu fáze vlnové funk
e,která opìt vede na rozmazání spektrální èáry.55



Atomy plynu se srá¾ejí s èetností, která závisí na jeji
h srá¾kovémprùøezu, teplotì a hustotì. Atom, který právì prodìlal srá¾ku, se po-hybuje volným prostorem po dobu t
 ne¾ se znovu srazí. Èas t
 volnéholetu je nahodilý. Pravdìpodobnost p
(t
), ¾e atom pøe¾ije dobu t
 bezsrá¾ky, exponen
iálnì ubýváp
(t
) = 1�
 e� t
�
 : (203)Pøi srá¾
e se zmìní smìr letu atomu, tak¾e záøení pøed a po srá¾
epøispívá k rùzným modùm. Musíme proto dobu, kdy atom vysílá zá-øení do sledovaného modu, omezit støední dobou letu. Aby
hom mohlitoto omezení zavést, nepou¾ijeme oddìlení pólù, ale pøevedeme vlno-vou funk
i (182) na konvolu
i podle èasu,24h1�qjh mj	i = Z dE e� i�hEt G�qm;�n= C 0 i�h Z dE e� i�hEt 1E � Em � �h!q 1E � En + i �h2�n= C 0 tZ0 dt0e� i�h (Em+�h!q)(t�t0)e� i�hEnt0� t02�n : (204)Oznaèili jsme energeti
ky nezávislou èást výrazuC 0 = vuuut �h2� !q vuut �(2�)3 (Em � En) e�qdmn: (205)V konvolu
i (204) èlen e� i�hEnt0 popisuje èasovou zmìnu fáze vlnovéfunk
e poèáteèního stavu j nij�i. Mù¾eme si pøedstavovat, ¾e v oka-m¾iku t0 dojde k pøe
hodu systému do kon
ového stavu j1�qij mi.Èinitel e� i�h (Em+�h!q)(t�t0) pak popisuje èasovou zmìnu fáze v kon
o-vém stavu. Vymírání poèáteèního stavu je popsáno exponentou e� t02�n .Srá¾ky jsou jen dal¹í me
hnismus vymírání poèáteèního stavu, tak¾ejeji
h úèinek na záøení zapoèteme zámìnou 1�n za1� = 1�n + 1�
 : (206)24O správnosti úpravy se lze jednodu¹e pøesvìdèit integra
í po èase
h t a t0. Ménì zøejmé je, jak taková úpravaèlovìka napadne. Je zalo¾ena na obe
né Fourierovì transforma
i konvolu
e R d! e�i!ta!b! = R dt0a(t � t0)b(t0).56



Rozdìlení fotonù pøi zapoètení srá¾ek je tedy Lorentzovské,25p�q = 12� �h!q je�qdmnj2(Em � En)2(Em + �h!q �En)2 + �h24�2 : (207)Pouze vzroste ¹íøka èáry podle (206).10 Vynu
ené pøe
hody atomuEmise fotonu z atomu je prototypem pøemìny energie hmoty na ener-gii záøení. Opaèným pro
esem je za
hy
ení fotonu, tedy pøemìna ener-gie záøení na energii hmoty. Pøi popisu tì
hto opaèný
h pro
esù mu-síme uva¾ovat nenulovou energii elektromagneti
kého pole v poèáteènípodmín
e.Poèáteèní hodnota elektromagneti
kého pole mù¾e být v¹elijaká.Uvnitø pe
e nebo nìjaké dutinky je atom vystaven tepelnému záøení.V prostoru je vystaven smìsi tepelný
h záøení ze svého okolí. V plynuna vybraný atom dopadá záøení emitované z dal¹í
h podobný
h atomùplynu. Nejèastìji v¹ak na atom zámìrnì svítíme a to buï lampounebo laserem. Je zøejmé, ¾e nemù¾eme pokrýt v¹e
hny kombina
e polí,kterým jsou atomy pøi pokuse
h vystavovány. Podívejme se alespoòna nìkteré.10.1 Absorp
e a stimulovaná emiseUva¾ujme nejprve, ¾e elektromagneti
ké pole je ve stavu s ostrýmpoètem fotonù jfNgi a atom je ve stavu j ni. Poèáteèní hodnotavlnové funk
e tedy je jfNgij ni. Tyto stavy jsou vlastními stavyèásteèný
h Hamiltoniánù Hej ni = Enj ni a HTjfNgi = EphjfNgi,25Tento výsledek mù¾eme odvodit také tak, ¾e okam¾ikem srá¾ky pøeru¹íme mo¾nost pøe
hodu do kon
ovéhostavu a spoèteme støední hodnotu koneèného stavu pøes v¹e
hny hodnoty doby volného letu. Pro t� t
 pak máme*h1�qjh mj	i+ = C0 12�
 1Z0 dt
e� t
2�
 t
Z0 dt0e� i�h (Em+�h!q)(t�t0)e� i�hEnt0� t02�n= C0 1Z0 dt0e� i�h (Em+�h!q)(t�t0)e� i�hEnt0�t0� 12�n+ 12�
 �:Mo¾nost vyzáøit foton v okam¾iku t0 jsme omezili na èasy t0 < t
 horní integraèní mezí. Èas t
 bereme za náhodnýa pøes mo¾né hodnoty støedujeme. Pøi støedování jsme pou¾ili 12�
 , nebo» pravdìpodobnost p
 odpovídá vymíráníkvadrátu vlnové funk
e. Pøi úpravì jsme provedli integra
i po èáste
h.57



Eph = P�qN�q �h!q. Energii poèáteèního stavu vùèi neinteragují
ímelektronùm a poli, oznaèíme Ein = En + Eph + i0.Budeme postupovat podobnì jako pøi emisi. K poèáteènímu stavuzavedeme projekèní operátor P = jfNgij nih njhfNgj a jeho doplnìkQ = 1 � P. Pøi odvození se
energie jsme nevyu¾ívali vlastnosti po-èáteèního stavu, resolventa a selfenergie odvozené v kapitole 8.1 tedyplatí i pro tento pøípad. Staèí vyhodnotit selfenergii�n = hfNgjh njH 0 1Ein �He �HTH 0j nijfNgi= h njj hfNgjA(0) 1Ein �He �HTA(0)jfNgi jj ni= Xm jnm hfNgjA(0) 1Ein � Em �HTA(0)jfNgi jmn: (208)Úpravy jsou obdobné jako pøi výpoètu (173). První øádek pøipomíná,jak je pøíslu¹ná selfnergie zavedena. Ve druhém je dosazen interakèníHamiltonián. Ve tøetím øádku je elektronový Hamiltonián rozvinutpodle vlastní
h stavù a pou¾ity mati
ové elementy oprátoru proudujmn = h mjjj ni. Pokraèujeme úpravami fotonové èásti�n = Xm�q�k �(2�)3 �h2�p!q!k jnme�k e�qjmn�hfNgj �ay�k + a��k� 1Ein � Em �HT �ay�q + a��q� jfNgi= Xm�q �(2�)3 �h2� !q je�qjnmj2 hfNg ay��q 1Ein � Em �HTa��q+ a�q 1Ein � Em �HTay�q!jfNgi= Xm� Z dq(2�)3 �h2� !q je�qjnmj2  N��qEin � Em � Eph + �h!q+ N�q + 1Ein �Em �Eph � �h!q!= Xm� Z dq(2�)3 12� �h!q jdnme�qj2(En �Em)2� N��qEn �Em + �h!q + i0 + N�q + 1En �Em � �h!q + i0!: (209)V prvním øádku jsou dosazeny vektorové poten
iály ve druhém kvan-58



tování (36) s rozepsanými funk
emi rovinný
h vln (22). Ve druhémøádku vyu¾íváme, ¾e stavy ay�kjfNgi a ay�qjfNgi jsou na sebe kolmépokud �k 6= �q. Ve tøetím øádku nejprve pou¾ijeme vlastnosti stavùs ostrým poètem, HTay�qjfNgi = (Eph + �h!q)ay�qjfNgi a podobnìHTa�qjfNgi = (Eph� �h!q)a�qjfNgi a také hfNgjay�qa�qjfNgi = N�qa hfNgja�qay�qjfNgi = N�q+1. Nakone
 nahradíme sumu integrálem.Ve ètvrtém øádku jsou mati
ové elementy proudu vyjádøeny v dipó-lovém tvaru (66) a je dosazena poèáteèní energie.Elektromagneti
ké vakuum je také vlastním stavem s ostrým po-ètem fotonù { prostì pro jfNgi = j�i je N�q = 0 pro v¹e
hny mody.Dosadíme-li vakuum do selfenergie (209), první èlen v závor
e (209)zanikne zatím
o druhý èlen pøe
hází na selfenergii (174). Z toho je pa-trné, ¾e druhý èlen (209) popisuje emisi fotonu. Oproti emisi fotonuve vakuu, je pravdìpodobnost zvý¹ena faktorem N�q + 1. Pøíspìvkuúmìrnému poètu fotonù se øíká stimulovaná, na rozdíl od emise spon-tánní, která existuje i v elektromagneti
kém vakuu.První èlen (209) je velký kdy¾ Em � En + �h!q. Foton je tedy po-hl
en a elektron pøi pøe
hodu energii získá. Tento pro
es se nazývázá
hytem fotonu nebo absorp
í svìtla. Díky absorp
i má i základnístav atomu koneènou dobu ¾ivota, pokud jsou v jeho okolí elektromag-neti
ké vlny. Absorp
e a stimulovaná emise jsou pøe
hody vynu
enéinterak
í atomu s fotony.10.2 Pøe
hody vynu
ené elektromagneti
kým polem ve sta
ionárnímsmí¹eném stavuSnadno si pøedstavíme, ¾e je-li elektromagneti
ké pole ve sta
ionárnímsmí¹eném stavu popsaném støedními hustotami fotonù n�q v mode
h,poèty fotonù v selfenergii (209) pouze pøejdou na støední hodnoty.Selfenergie má pak tvar�n = Xm� Z dq(2�)3 12� �h!q jdnme�qj2(En � Em)2� n��qEn �Em + �h!q + i0 + n�q + 1En �Em � �h!q + i0!: (210)Úplný dùkaz této zámìny vy¾aduje pou¾ít nìkterou z nároèný
h me-tod kvantové statistiky. Ne
háme radìji výraz (210) k vìøení.59



10.3 Vypálení díry do spektrální èáryDoba ¾ivota ex
itovaného stavu vypovídá o velikosti jeho dipólovéhomomentu. V prin
ipu mù¾eme dobu ¾ivota zmìøit ze ¹íøky spektrálníèáry, ve skuteènosti je èára roz¹íøena øadou dal¹í
h me
hanismù, jakoje napøíklad srá¾kové roz¹íøení. Pro záøièe v pevném stavu srá¾kovéroz¹íøení odpadá, ¹íøku èáry ale ovlivòují nahodilé poten
iály v okolímìøené molekuly. Vliv tì
hto nahodilý
h polí lze vylouèit metodouznámou jako vypalování díry do spektrální èáry.Popi¹me si nejprve absorpèní spektrum pro molekuly v nahodilémpoli. Pøedpokládáme, ¾e teplota je dostateènì nízká, tak¾e v¹e
hnymolekuly jsou v základním stavu o energii E1. Na molekuly svítímesvìtlem o frekven
i !q. Tímto svìtlem molekuly mohou pøe
házet dovybuzeného stavu s energií E2 � E1 + �h!q.Díky nahodilým poten
iálùm je rozdíl energií E� = E2 � E1 proka¾dou molekulu tro
hu jiný. Zavedeme distribu
i molekul o danémenergeti
kém rozdílu. Je-li v systému dN molekul, jeji
h¾ rozdíl ener-gií le¾í v intervalu (E�; E� + dE�), pak pravdìpodobnost F (E�), ¾emolekula má energeti
ký rozdíl E� jeF (E�) = 1N dNdE� ; (211)kde N je 
elkový poèet molekul v systému.26Ch
eme-li popsat pravdìpodobnost zá
hytu fotonu �q molekulami,musíme seèíst pøíspìvky jednotlivý
h intervalù energií,p�q = Z dE� F (E�) 12� �h!q je�qd12j2E2�(E� � �h!q)2 + �h24�2 : (212)Pou¾ili jsme vzore
 pro zá
hyt fotonu s obsazením n�q = 1 v mìøenémmodu a nula jinde.Pokud jsou nahodilá pole silná, je pøirozená ¹íøka èáry malá proti¹íø
e distribu
e rozdíl energií a pod integrálem mù¾eme pou¾ít pøiblí-26Zjevnì N = Z dN = N Z F (E�) dE�;tak¾e F je normována na jednièku.
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¾ení nekoneènì úzké èáry,�h�(E� � �h!q)2 + �h24�2 � 2�Æ(E� � �h!q); (213)pro které p�q = F (�h!q) �� je�qd12j2 �h!q: (214)Jako vidno, ¹íøka absorpèní èáry odrá¾í roztyl energeti
ký
h rozdílùa v této limitì nedovoluje urèit pøirozenou ¹íøku èáry.Pøedpokládejme, ¾e se molekula po za
hy
ení fotonu natolik zmìní,¾e nedoká¾e pøejít zpìt do základního stavu. Pak dvì mìøení prová-dìná za sebou nepovedou na stejný výsledek, nebo» ka¾dým mìøenímse zmìní distribu
e F . Toho jevu se u¾ívá k vylouèení vlivu nahodilý
hpolí.Vyjdeme z dosud neosvìtleného vzorku, na kterém slabým svìtlemnamìøíme pomo
í absorpèní èáry a vztahu (214) distribu
i F . Pakvzorek osvìtlíme svìtlem o jediné ostré frekven
i !0 a polariza
i e0.Poèet fotonù v tomto modu je dán hustotou energie svìtla U = �h!0 n0.Pravdìpodobnost, ¾e molekula s rozdílem energií E� za
hytí fotonz osvitu jep1!2(E�) = n02� �h!0 je0d12j2E2�(E� � �h!0)2 + �h24�2 � n02� je0d12j2 �h!0(E� � �h!0)2 + �h24�2 :(215)S touto pravdìpodobností molekula ubyde z pùvodní distribu
e,�F (E�; t)�t = �p1!2(E�)F (E�; t); (216)neboli F (E�; t) = F (E�; 0) e�p1!2t: (217)Pro krátké osvity lze exponentu rozvinout do nejni¾¹ího øádu a prozmìnu distribu
e ÆF = F (t)� F (0) najdemeÆF = �F (E�; 0) p1!2t = F (�h!0; 0) n0t2� je0d12j2 �h!0(E� � �h!0)2 + �h24�2 : (218)Jak vidíme, úbytek molekul s rozdílem energií v okolí energie osvituodrá¾í pøirozenou ¹íøku èáry. 61



Pøi dal¹ím mìøení slabým svìtlem27 se objeví zmìna na absorpèníèáøe. Podle (212) je zmìna pravdìpodobnosti zá
hytuÆp�q = Z dE� ÆF (E�) 12� �h!q je�qd12j2E2�(E� � �h!q)2 + �h24�2 := � Z dE� F (�h!0; 0) n0t2� je0d12j2 �h!0(E� � �h!0)2 + �h24�2� 12� �h!q je�qd12j2E2�(E� � �h!q)2 + �h24�2 := �F (�h!0; 0) n0t4�2 je0d12j2 je�qd12j2 !20� 2� Z dE� �h�(E� � �h!0)2 + �h24�2 �h�(E� � �h!�q)2 + �h24�2= �F (�h!0; 0) n0t4�2 je0d12j2 je�qd12j2 !20� 2 2 �h�(�h!0 � �h!�q)2 + �h2�2 :(219)Z rovni
e (219) je vidìt, ¾e osvit vypálí do absorpèní èáry Lore-tzovskou díru, její¾ ¹íøka je dvakrát vìt¹í ne¾ pøirozená ¹íøka èáry.Z vypálené díry lze tedy stanovit pøirozenou ¹íøku èáry.10.4 Stimulovaná emise versus absorp
eZ odvození (209) vidíme, ¾e pøi stimulované emise vzroste poèet fo-nonù v tommodu, který emisi stimuloval. Pro
esem stimulované emiseproto mù¾e narùstat energie v jednom modu, 
o¾ se vyu¾ívá u laserù.Nárùst energie ve stimulují
ím modu lze ukázat postupem podobnýmrozboru ¹íøky èáry v kapitole (9.1).Jako poèáteèní stav si zvolíme stav s ostrým poètem fotonù v je-diném modu jN�qi a atomární stav j ni. Pøedpokládaným kon
ovýmstavem je j(N + 1)�qij mi. Podobnì jako v rovni
i (182) v kapitole(9.1) hledáme pøíslu¹ný mati
ový elementh(N + 1)�qjh mj	i = I dE e� i�hEt h(N + 1)�qjh mj i�hE �H j nijN�qi:(220)27Slabé svìtlo nemìní distribu
i. 62



Opìt jako ve výrazu (183) potøebujeme element resolventyh(N + 1)�qjh mj 1E �H j nijN�qi = G(N+1)�qm;N�qn; (221)který spoèteme v pøiblí¾ení (184),G(N+1)�qm;N�qn = h(N + 1)�qjA(0)jN�qiE � Em � �h!q h mjjj niE �En + i �h2�n : (222)Výraz se li¹í od (185) pouze mati
ovým elementem operátoru vek-torového poten
iálu (36), který je nyní roven h(N +1)�qjA(0)jN�qi =qN�q + 1 r �h2�!q e�q r �(2�)3 . Pravdìpodobnost zvý¹ení poètu fotonùz N na N + 1 je pN!N+1�q = (N + 1) Nn p�q; (223)kde p�q je pravdìpodobnost spontánní emise jedním atomem (192)a Nn je poèet atomù ve stavu j ni.Opaèným pro
esem je útlum elektromagneti
kého pole absorp
í fo-tonù. Pøi absorp
i pøejde atom ze stavu j mi na stav j ni a polez jN�qi na j(N � 1)�qi. Odpovídají
í mati
ový element resolventyh(N � 1)�qjh nj 1E �H j mijN�qi = G(N�1)�qn;N�qm; (224)který spoèteme opìt v pøiblí¾ení (184),G(N�1)�qn;N�qm = h(N � 1)�qjA(0)jN�qiE � En � �h!q h njjj miE � Em + i �h2�m : (225)Mati
ový element h(N�1)�qjA(0)jN�qi = qN�q r �h2�!q e�q r �(2�)3 dávápravdìpodobnost sní¾ení poètu fotonù z N na N � 1pN!N�1�q = N Nm p�q: (226)V rovnováze o teplotì T jsou poèty atomù ve stave
h n a m dányBoltzmannovým rozdìlením Nn = Z e� EnkBT a Nm = Z e� EmkBT . Pro
esyabsorp
e a emise jsou také vyrovnány pN!N+1�q = pN+1!N�q , nebo» poèetfotonù se v rovnováze nemìní. Rovnost absorpèní a emisní èetnosti jemo¾ná jen kdy¾ (N + 1)Nn = NNm. Rozdíl atomární
h energií je63



pøibli¾nì energie fotonu En � Em � �h!q, tak¾e NmNn = eEn�EmkBT � e �h!qkBT .Odtud dostaneme Bose-Einsteinovo rovnová¾né rozdìleníN = 1e �h!qkBT �1.Pokud vyvedeme poèty rùznì vybuzený
h atomù z rovnováhy, au-tomati
ky vyvedeme z rovnováhy i rozdìlení fotonù. Pokud se námpodaøí dosáhnout tak zvané inversní popula
e, kdy Nn > Nm, budeemise ry
hlej¹í ne¾ absorp
e, pN!N+1�q > pN!N�1�q , tak¾e poèet fotonùsledovaného modu poroste.28 V tomto re¾imu pra
ují lasery.11 Interak
e atomu s koherentním svìtlemPodívejme se interak
i jednoho atomu se svìtlem laseru. Zatím jsmeodvodili pouze pravdìpodobnost, ¾e atom vyzáøí nebo za
hytí foton.Èasový prùbìh zá
hytu èi vyzáøení svìtla jsme nezkoumali. Tomu sebudeme vìnovat v této kapitole. Pøe
hod atomu budeme popisovatkvantovì { klasi
ký popis atomu nemù¾e poskytnout ostré barevnéèáry. Elektromagneti
ké pole v¹ak popí¹eme jako klasi
ké vnìj¹í pole.Pro pohodlný popis vyu¾ijeme nìkolik zjednodu¹ení:� Koherentní svìtlo lze nahradit nekvantovaným elektromagneti
-kým pole. Toto pøiblí¾ení se nazývá klasi
kým popisem pole. Tímtopøiblí¾ením se elektromagneti
ké pole vnìj¹ím parametrem S
hrö-dingerovy rovni
e pro atom.� Atom má pouze dva stavy. Mù¾eme si je pøedstavovat jako s ap stav atomu vodíku. Toto pøiblí¾ení je zalo¾eno na zku¹enostiz pøed
hozí kapitoly, ¾e stavy nezapojené do pøe
hodu ovlivòujípro
es pouze prostøedni
tvím opravy k energii stavu prostøedni
-tvím selfenergie.®ádné z tì
hto zjednodu¹ení není nezbytné a budeme s
hopni je v pøí-padì potøeby nahradit obe
nìj¹ími pøedpoklady.11.1 Klasi
ký popis svìtla laseruSystém v èistém kvantovém stavu je popsán vlnovou funk
í 
elého sys-tému atom-svìtlo, kterou oznaèíme j	i a budeme hledat její èasovou28Neuva¾ovali jsme únik fotonù povr
hem, útlum svìtla na neèistotá
h ap. Tyto jevy pøispívají k absorp
i.64



závislost. Na poèátku v èase t = 0 pøedpokládáme, ¾e svìtlo je¹tì ne-doletìlo k atomu, tak¾e vlnová funk
e systému je souèin vlnové funk
eatomu j 0i a koherentního stavu j�i, tj. j	0i = j 0ij�i.Formálnì je èasová závislost dána vztahemj	i = e� i�hHt j	0i; (227)kde Hamiltonián je souèet Hamiltoniánu svìtla, elektronù atomu a in-terakèního èlenu,H = HT+He+HI. Jako obvykle je tøeba vztah (227)pøevést na øe¹itelné rovni
e. Na¹ím 
ílem bude vylouèit pohybové rov-ni
e pro svìtlo.Nejprve potlaèíme èasovou závislost svìtla29j~	i = e i�hHTt j	i: (228)Dal¹í transforma
í pøevedeme koherentní stav formálnì na elektro-magneti
ké vakuum30j	�i = Dy�j~	i = Dy�e i�hHTt j	i: (229)Èasový vývoj transformované vlnové funk
e je následují
íi�h ��t j	�i = i�h ��t Dy�e i�hHTt j	i= Dy� i�h ��t e i�hHTt j	i= Dy� e i�hHTt  �HT + i�h ��t! j	i= Dy� e i�hHTt (�HT +H) j	i= Dy� e i�hHTt (�HT +H) e� i�hHTt D� j	�i: (230)V prvním øádku jsme pouze dosadili transformovanou vlnovou funk
iz (229). Operátor posuvu nezávisí na èase, tak¾e komutuje s èasovouderiva
í, jak ukazuje druhý øádek. Ve tøetím øádku je provedena de-riva
e na transforma
i èasové závislosti svìtla. Ve ètvrtém øádku po-u¾ijeme S
hrödingerovu rovni
i i�h ��tj	i = Hj	i. V posledním øádkuje vlnová funk
e sestrojena z inverse vztahu (229).29Tento krok je podobný jako potlaèení èasový
h závislostí vlnový
h funk
í v Dira
ovì representa
i.30Koherentní stav vyrobíme z vakua operátorem posuvu j�i = D�j�i. Vynásobíme-li rovni
i inversním operáto-rem, pøevedeme koherentní stav na vakuum Dy�j�i = Dy�D�j�i = j�i.65



Oznaèíme transformovaný HamiltoniánH� = Dy� e i�hHTt (H �HT) e� i�hHTtD�= Dy� e i�hHTt (He +HI) e� i�hHTt D�= He +Dy� e i�hHTt HI e� i�hHTtD�: (231)Nejprve jsme pou¾ili, ¾e Hamiltonián je slo¾en ze tøí èástí. Pak sku-teènost, ¾e obì transforma
e pùsobí pouze na operátory elektromag-neti
kého pole a elektronový Hamiltonián na ni
h nezávisí.Nakone
 pou¾ijeme skuteènost, ¾e interakèní Hamiltonián nìjak zá-visí na kreaèní
h a anihilaèní
h operátore
h, HI � HI[a; ay℄. Transfor-ma
e pùsobí pouze na tyto operátoryDy� e i�hHTt a e� i�hHTt D� = Dy� a ei!0t D� = (a+ �) ei!0t: (232)a sdru¾enì Dy� e i�hHTt ay e� i�hHTtD� = (ay + ��) e�i!0t: (233)Odtud dostaneme výsledný transformovaný HamiltoniánH� = He +HI h(a+ �) ei!0t; (ay + ��) e�i!0ti : (234)V klasi
kém popisu svìtla zanedbáme kvantové 
uktua
e pole ko-lem jeho koherentní hodnoty,Hkl� = He +HI h� ei!0t; �� e�i!0ti : (235)Toto zanedbání je podobné tomu, jako kdy¾ v nepøítomnosti lasero-vého signálu z
ela opomineme, ¾e atom interaguje se svìtlem. Provlastnosti, u který
h lze ignorovat, ¾e mù¾e dojít ke spontánnímu vy-záøení energie, je zanedbání 
uktua
í pøípustné.Slo¾itými transforma
emi jsme se dopra
ovali výsledku, který asiètenáø oèekával. Klasi
ké pøiblí¾ení znamená, ¾e vektorový poten
iálvstupují
í do interakèního Hamiltoniánu bereme jako èíselnou funk
i,nikoli jako operátor, Hkl� � HA: (236)11.2 Dvouhladinový model a pøiblí¾ení rotují
í vlnouKa¾dý atom má nekoneènì mnoho ex
itovaný
h hladin a ty naví
 na-vazují na energie, pøi který
h je jeden nebo ví
e elektronù uvolnìno.66



Oznaèíme-li vázané stavy j�i a stavy s jedním uvolnìným elektronemo hybnosti k jako j�;ki, pak i Hamiltonián jednoho atomu s maxi-málnì jedním odtr¾eným elektronem je pomìrnì rozsáhlá velièinaHA = X�� j�iH��h�j+ Z dk(2�)3 X�� �j�iH��kh�kj+ j�ki �H��kh�j�+ Z dk(2�)3 dp(2�)3 X�� j�piH�p�kh�kj: (237)Pøedpokládáme, ¾e známe diagonální podobu tohoto Hamiltoniánu zanepøítomnosti svìtla, proA = 0. Vektorový poten
iál propojuje rùznéhladiny.Pokud nás zajímá pøe
hod mezi dvìmi blízkými hladinami, mù-¾eme dal¹í hladiny zanedbat. Místo témìø plného Hamiltoniánu (237)bereme jednodu
hý modelový HamiltoniánHA = jsiEshsj + jpiEphpj+ jsiAjsphpj+ jpiAjpshsj: (238)Znaèením podsouváme, ¾e se jedná o s a p stavy atomu. Není to nutné,mohou to být libovolné stavy. Budeme pouze pøedpokládat, ¾e stavoznaèený s le¾í energeti
ky pod stavem p, tedy Es < Ep.Pokud svìtlo rozlo¾íme do modùA = A� +A+ = X�q vuuut �h2�!q f�q(0) �����q ei!qt + ��q e�i!qt� (239)dostaneme interakèní èlen jako souèet pøíspìvku pøes kladné frekven
eA� a záporné frekven
e A+. Ka¾dá ze slo¾ek má jinou úlohu. Slo¾kaA�, která vznikla z anihilaèního perátoru a popisuje pohl
ení fotonuatomem, vyhodí elektron ze stavu s do stavu p. Naopak, A+ shodíelektron z p do s. Pøíspìvky, ve který
h se slo¾ka A+ pokou¹í pøevéstze stavu s do stavu p a pøitommu bere energii mù¾eme vylouèit. Stejnìtak je zanedbatelný pøíspìvek A� k pøe
hodu z p do s. Zjednodu¹enýHamiltonián tedy zníHA = jsiEshsj+ jpiEphpj+ jsiA+jsphpj+ jpiA�jpshsj: (240)Toto zanedbání se nazývá pøiblí¾ení rotují
í vlnou. Pøesto¾e vektorovýpoten
iál v tomto pøiblí¾ení není reálný ale komplexní, Hamiltoniánje Hermitovský. 67



Nakone
 je¹tì drobné pøiblí¾ení, kterým si u¹etøíme psaní. Jakointerak
i uva¾ujeme pouze dipólový èlen lineární ve vektorovém po-ten
iálu Es � Epi�h A+ � i!qA+ = ��A+�t = E+: (241)Frekven
e pøispívají
í
h modù jsou toti¾ velmi blízké rozdílu energiíobou hladin, �h!�q � Ep � Es, jinak nemá pøiblí¾ení dvouhladinovýmmodelem smysl.Výsledný modelový Hamiltonián jeHA = jsiEshsj + jpiEphpj+ jsiE+dsphpj+ jpiE�dpshsj: (242)Pøehlednìj¹í je mati
ový zápisHA = 0� Es E+dspE�dps Ep 1A : (243)11.3 Rabiho os
ila
eV pøiblí¾ení druhého øádu jsme spoèetli, ¾e vlivem pole mù¾e elektronpøeskoèit ze stavu s do stavu p, ale i naopak. Pokud je vnìj¹í pole silné,budou probíhat oba pro
esy a budou se mísit nebo støídat. Jak takovéneustálé pøe
hody mezi stavy probíhají si spoèteme z dvouhladinovéhomodelu.Pro jednodu
host uva¾ujeme svìtlo laseru, které je náhle zapnutov èase t = 0 a pak svítí s nemìnnou frekven
í a intensitouE+dsp = V e�i!0t pro t > 0: (244)Jako poèáteèní podmínku vezmeme atom ve stavu s.Budeme tedy øe¹it èasovou S
hrödingerovu rovni
ii�h ��t 0�  s p 1A = 0� Es V e�i!0tV ei!0t Ep 1A0�  s p 1A ; (245)neboli soustavu dvou rovni
i�h ��t s = Es s + V e�i!0t pi�h ��t p = Ep p + V ei!0t s: (246)68



Èasová závislost Hamiltonánu je nepøíjemná komplika
e rovni
e.V pøiblí¾ení rotují
í vlny ji lze odstranit substitu
í~ p = e�i!0t  p; (247)kterou soustava (246) pøejde na soustavu s konstantními koe�
ienty31i�h ��t s = Es s + V ~ pi�h ��t ~ p = (Ep � �h!0) ~ p + V  s: (248)Øe¹ení soustavy pøedpokládáme ve tvaru � 0�  s~ p 1A = e�i!at a + e�i!bt b; (249)kde  � s � = a; b nezávisí na èase a pøedstavují dvì nezávislá øe¹enísoustavy �h!� �s = Es �s + V ~ �p�h!� ~ �p = (Ep � �h!0) ~ �p + V  �s : (250)Soustava má øe¹ení jen kdy¾�h!a;b = E
 �pV 2 +�2: (251)Zde E
 = 12(Es+Ep��h!0) je støední frekven
e a � = 12(Ep�Es��h!0)je rozladìní svìtla vùèi energii pøe
hodu.Pro velké kladné rozladìní � � jV j jde pV 2 +�2 ! � a �h!a !Ep��h!0 odpovídá kmitùm stavu p zatím
o �h!b ! Es odpovídá stavus. Pro velké záporné rozladìní �� �jV j jde pV 2 +�2 ! �� a roleprohodí, �h!a ! Es zatím
o �h!b ! Ep� �h!0. Pro malá rozladìní jsoustavy promí
hány.Je¹tì musíme øe¹ení nastavit na poèáteèní hodnotu v t = 0, kdypøedpokládáme atom na dolní hladinì, tj.  s = 1 a ~ p =  p = 0. Tonám dvì podmínky as +  bs = 1 a  ap +  bp = 0: (252)31Pøiblí¾ení rotují
í vlnou je nutné. Pokud by
hom v Hamiltoniánu za
hovali 
elý vektorový poten
iál, po sub-stitu
i by zanedbané èleny os
ilovaly s frekven
í 2!0. 69



Vzájemný pomìr s a p slo¾ek v øe¹ení
h je dán soustavou (250),32 ap = � V��pV 2 +�2 as  bp = � V�+pV 2 +�2 bs: (253)S poèáteèní podmínkou (252) z tì
hto vztahù plyne as = 12  1� �pV 2 +�2!  bs = 12  1 + �pV 2 +�2! : (254)Je-li � � jV j je a-øe¹ení blízké p stavu a má malou amplitudu, za-tím
o b-øe¹ení je blízké s stavu a má amplitudu blízko jedné. Pro�� �jV j se role prohodí, tak¾e øe¹ení blízké stavu s má v¾dy vìt¹íamplitudu.Kvadrát amplitudy vlnové funk
e ve stavu jej sj2 = ���e�i!at as + e�i!bt bs���2 = 1� V 2V 2 +�2 sin2  12!Rabit! ; (255)kde !Rabi = 2�hpV 2 +�2 (256)je Rabiho frekven
e. Pravdìpodobnost, ¾e najdeme atom ve stavus tedy klesá a stoupá s periodou danou Rabiho frekven
í. Obsazenístavu p nemusíme poèítat, je dáno normou j pj2 + j sj2 = 1.Srovnejme Rabiho os
ila
e s popisem pøe
hodù pomo
í pravdìpo-dobnosti ve druhém øádu síly interak
e, neboli ve druhém øádu veli-kosti elektri
kého pole. Zanedbáme-li koneènou ¹íøku èáry, pak podle(209) pøe
hod nastane jen kdy¾ je svìtlo pøesnì naladìno, � = 0.Jeliko¾ jsme zanebdali spontánní pøe
hody, je pravdìpodobnost pøe-
hodù dolù p ! s a nahoru s ! p stejná. Rovnováha se tedy ustavípro polovièní zaplnìní obou hladin.V neporu
hovém výrazu (255) jsou pøe
hody mo¾né i pøi koneè-ném rozladìní. Nedojde k ustavení rovnováhy, ale obsazení se neustálepøelévá mezi stavy s a p. Frekven
e pøelévání { Rabiho frekven
e {je nenulová i kdy¾ je svìtlo pøesnì naladìno na poèáteèní a kon
ovýstav. V tomto pøípadì mù¾e svìtlo stav s úplnì vyprázdnit, 
o¾ je vedruhém øádu vylouèeno.32Pou¾ijeme tøeba druhou rovni
i a nakone
 dosadíme za frekven
i !a;b.70



12 Opti
ká Blo
hova rovni
ePopis atomu vlnovou funk
í je omezen na èisté kvantové stavy. Aby-
hom popis roz¹íøili i na stavy smí¹ené, zavedeme redukovanou mati
ihustoty.Mìøitelná velièina S je dána mati
ovým elementemS = h jSj i = Sss s � s + Ssp p � s + Sps s � p + Spp p � p = Tr(� S):(257)Pro èistý stav  je systém tedy popsán mati
í� = j ih j = 0�  s � s  s � p p � s  p � p 1A : (258)O systému øíkáme, ¾e je ve smí¹eném stavu, kdy¾ skuteèný stavneznáme, ale mù¾e urèit pravdìpodobnost w , se kterou by to stav mohl být. Pro mìøitelnou velièinu pak mù¾eme urèit pouze støedníhodnotu pøes v¹e
hny mo¾né stavy,S = X w h jSj i = X w Tr(� S) = Tr(�S): (259)Smí¹ený stav je tedy popsán redukovanou mati
í� = X w � = 0� �ss �sp�ps �pp 1A : (260)Tato mati
e se nezadává výètem pravdìpodobností, ale hodnotou ma-ti
ový
h elementù.Elementy redukované mati
e hustoty mají pøímoèarou interpreta
ipro velký soubor atomù. Vezmìme si N atomù v objemu 
. Poètyatomù ve stave
h s a p jsouNs = N�ss Np = N�pp: (261)Nediagonální element dává koneènou hodnotu dipólu d = Tr(�d). Taje spojena s polariza
í systému P = D � � EP = N
Tr(�d) = N
 2Re(�spdps): (262)V klasi
kém pøiblí¾ení je E � E.Vyjádøíme-li permitivitu prostøedí " pøes permitivitu vakua "0 � �a sus
eptibilitu � vztahem " = �(1+�), potom pro isotropní prostøedí,71



kde polariza
e a elektri
ké pole mají stejný smìr mù¾eme sus
eptibi-litu najít z polariza
e,33� = P+E+ = N
 �spdpsE+ = N
 �spV ei!0t jdpsj2: (263)12.1 Blo
hova rovni
eZe S
hrödingerovy rovni
e i�h ��tj i = Hj i a její sdru¾ené podoby�i�h ��th j = h jH, dostaneme Blo
hovu rovni
i��t� = 1i�h (H�� �H) : (264)Na rozdíl od S
hrödingerovy rovni
e, do Blo
hovy rovni
e lze za-poèítat pøe
hody, a» ji¾ spontánní èi vynu
ené tepelným ¹umem elek-tromagneti
kého pole v okolí. Naví
 mù¾eme snadno zapoèíst i vlivsrá¾ek na záøení.Pøi pøe
hodu p ! s zanikne atom ve stavu p a pøibyde atom vestavu s. Tento pro
es má 
harakteristi
ký pøevrá
ený èas
p = 12�p(n+ 1); kde n = 1e 1kBT (Ep�Es) � 1 (265)je Bose-Einsteinova distribu
e fotonù pro energii pøe
hodu a �p je doba¾ivota pro spontání emisi ze stavu p do stavu s. Pøe
hod ze stavu sdo p má ry
hlost 
s = 12�pn.Pokud na plyn nesvítí laser, je rozdìlení atomù mezi stavy s a pdáno bilanèními rovni
emi��tNs = 2
pNp � 2
sNs ��tNp = 2
sNs � 2
pNp: (266)Proto¾e neuva¾ujeme ¾ádné pro
esy mimo stavy s a p, souèet atomùs v tì
hto stave
h se s èasem nemìní, ��t(Ns+Np) = 0. Rovnováha seustaví kdy¾ ��tNs = 0, tak¾e pomìr obsazeníN eqpN eqs = 
s
p = nn+ 1 = e� 1kBT (Ep�Es) (267)splòuje prin
ip detailní rovnováhy. Z podmínky N eqs + N eqp = N pakdostanemeN eqs = N1 + e� 1kBT (Ep�Es) ; N eqs = N e� 1kBT (Ep�Es)1 + e� 1kBT (Ep�Es) : (268)33Pou¾ijeme, ¾e V e�i!0t = dspE+. 72



Pou¾ijeme-li vztah Np = N�Ns k vylouèení Np z první rovni
e (266),a podobnì vylouèíme Ns ze druhé rovni
e, mù¾eme pak tyto rovni
epøepsat pomo
í rovnová¾ný
h rozdìlení��tNs = 2
 (N eqs �Ns) ��tNp = 2
 (N eqp �Np); (269)kde ry
hlost relaxa
e je
 = 
s + 
p = 12�s (2n+ 1): (270)Relaxa
i plynu k rovnová¾nému rozdìlení mù¾eme skloubit s Blo-
hovou rovni
í, ��t� = 1i�h (H�� �H) + 2
 (�eq � �): (271)Kromì pøe
hodù mezi stavy lze zahrnout i vliv srá¾ek atomù namati
i hustoty. Uva¾ujme pouze elasti
ké srá¾ky, pøi který
h se za-
hovává souèet kineti
ký
h energií atomù, tak¾e nedojde k pøe
hodumezi s a p stavy atomù. Pøesto¾e nenastane pøe
hod, redukovaná ma-ti
e se srá¾kou zmìní. Po dobu srá¾ky je energie stavu Es pùsobenímnará¾ejí
ího atomu pozmìnìna na Es + ÆEs, tak¾e 
elková fáze stavuei�s = ei R Esdt se zmìní o velièinu eiÆ�s = ei R ÆEsdt, která je v podstatìnáhodná. Podobnì nahodile se zmìní i fáze stavu p. Zmìna fází sevykrátí na diagonální
h èlene
h mati
e hustoty, 
o¾ odpovídá tomu,¾e nedo
hází k pøe
hodùm mezi stavy. Mimodiagonální èleny ale na-hodilým posumen rozdílové fáze eiÆ(�s��p) vymírají. Oznaèíme�d = 0� �ss 00 �pp 1A (272)a vymírání mimodiagonální
h èlenù pøidáme do Blo
hovy rovni
e��t� = 1i�h (H�� �H) + 2
 (�eq � �) + 2

 (�d � �): (273)Pøepi¹me si Blo
hovu rovni
i do slo¾ek��t�ss = Vi�he�i!0t�ps � �Vi�hei!0t�sp � 2
(�ss � �eqss)��t�sp =  Es � Epi�h � 2
 � 2

! �sp � Vi�he�i!0t�ss + Vi�he�i!0t�pp:(274)73



Zbývají
í dvì rovni
e nahradí norma �ss + �pp = 1 a samosdru¾enost�ps = ��sp.Pøed
hozí odvození bez defázování srá¾kami pøedpokládá útlummimodiagonální
h èlenù s ry
hlostí 2
, tedy j�spj � e�2
t. Z èaso-vého vývoje ale víme, ¾e spontánní emisí a vynu
enými pøe
hodyvlnové funk
e klesají jako j sj � e�
st a j pj � e�
pt. Mimodiago-nální èleny nejsou doplòovány pøe
hody, pouze koherentním vývo-jem vlnové funk
e. Pokles mimodiagonální
h èlenù je tedy zhrubaj�spj � j sjj pj � e�(
s+
p)t = e�
t. Nejsou-li srá¾kové pøíspìvky pøí-tomny, mù¾eme vzít 

 = �12
 a touto zápornou èetností napravitnadhodno
ený útlum mimodiagonální
h èlenù.Opìt koe�
ienty soustavy (274) závisejí na èase. Této èasové závis-losti se zbavíme zavedením mimodiagonální
h elementù ve tvaru�sp = e�i!0t~�sp �ps = ei!0t~�ps: (275)Soustava (274) tím pøejde na��t�ss = Vi�h ~�ps � �Vi�h ~�sp � 2
(�ss � �eqss)��t ~�sp =  Es � Ep + �h!0i�h � 2
 � 2

! ~�sp � Vi�h�ss + Vi�h�pp:(276)Zaøazení útlumový
hme
hanismù znaènì mìní 
hování systému prodlouhé èasy. Bez útlumu øe¹ení vìènì os
iluje, s útlumem nabývá sta-
ionární hodnoty. Pro pomalá mìøení spektrální
h vlastností je sta
i-onární øe¹ení odpovídají
ím popisem.12.2 Spektrální èáry v sus
eptibilitìVe sta
ionárním re¾imu jsou èasové deriva
e nulové a Blo
hova rovni
e(276) se zjednodu¹í na dvì rovni
e pro dvì neznámé340 = �Vi�h ~�ps � �Vi�h ~�sp � 2
(�ss � �eqss)0 =  Es �Ep + �h!0i�h � 2
 � 2

! ~�sp � Vi�h�ss + Vi�h�pp: (277)34V soustavì se vyskytuje je¹tì �pp = 1 � �ss a ~�ps = �~�sp. Pøi výpoètu komplexnì sdru¾eného elementu �~�sp jetøeba komplexnì sdru¾it druhou rovni
i ze sady (277). 74



Soustava má øe¹ení, jeho¾ mimodiagonální prvek je~�sp = �V (2�eqss � 1) Es � Ep + �h!0 � 2i�h(
 + 

)(Es �Ep + �h!0)2 + 4�h2(
 + 

)2 + 4V 2 �1 + 


 � :(278)Sus
eptibilitu spoèteme podle vzor
e (263),� = N
 ~�spV jdpsj2= �N
 jdpsj2 (2�eqss � 1)� Es � Ep + �h!0 � 2i�h(
 + 

)(Es �Ep + �h!0)2 + 4�h2(
 + 

)2 + 4V 2 �1 + 


 � : (279)Imaginární èást sus
eptibility má maximumpro �h!0 = Ep�Es. Velkouhodnotu má i v blízkém okolí daném ¹íøkou spektrální èáry.Spektrální èára má ¹íøku12� = vuut(
 + 

)2 + V 2�h2  1 + 


 !: (280)Pro slabá pole V ! 0 se vztah (280) zjednodu¹í na 12� ! 
 + 

.Zapoèteme-li kompensa
i nadhodno
eného útlumu mimodiagonální
hèlenù, dostaneme 

 = �12
 + 
 0
, neboli 1� ! 
 + 2
 0
. Toto je pøepisvztahu (206) pøes parametry Blo
hovy rovni
e. Parametry Blo
hovyrovni
e tak mù¾eme ztoto¾nit s pøed
hozí teorií, 
 = 1�n a 
 0
 = 12�
 .Pro silné svìtlo se spektrální èára roz¹íøí.35 Pro hodnì silná pole je¹íøka èáry úmìrná Rabiho frekven
i pøesnì naladìného pole.Roz¹íøení èáry je jeden z pøíkladù nelineární odezvy systému nasvìtlo. Blo
hova rovni
e je oblíbena v teorii laserové spektroskopieprávì pro snadný popis nelineární
h jevù.12.3 Satura
e a os
ila
eBlo
hovu rovni
i mù¾eme pou¾ívat k výpoètu pøe
hodového 
hováníkrát
e po zapnutí pulsu. Pøedpokládejme, ¾e øe¹ení se skládá z ji¾diskutovaného sta
ionárního øe¹ení a exponen
iální
h èlenù� = �st + �ae�at + �be�bt + �
e�
t: (281)35Neznám správný èeský název tohoto jevu. Angli
ký název je power broadening.75



Amplituda sta
ionárního èlenu je dána rovni
í, pøedev¹ím detailnírovnováhou mezi emisemi a absorb
emi z tepelného ¹umu. Amplitudypøidaný
h èlenù mohou být jakákoli, jsou urèeny pouze poèáteèní pod-mínkou.Po odeètení sta
ionárního øe¹ení dostaneme ze sady (276) tøi sadyrovni
, ����ss = Vi�h ~��ps � �Vi�h ~��sp � 2
��ss����sp =  Es � Ep + �h!0i�h � 2
 � 2

! ��sp � 2Vi�h��ss; (282)kde � = a; b; 
. Jako doplòková rovni
e je ~��ps = �~��sp. Obsazení stavu psplòuje ��pp = ���ss.Rovni
e (282) mají nenulové øe¹ení jen kdy¾ � splòuje(�+ 2
) �(�+ 2
 + 2

)2 + 4�2� = 4V 2�h2 (�+ 2
 + 2

); (283)kde �h� = 12(Ep�Es��h!0) je rozladìní ji¾ zavedené pod rovni
í (251).Jako ka¾dá kubi
ká rovni
e, má (283) analyti
ké øe¹ení, které alezabere mnoho øádkù. Omezíme se proto na systém, kde srá¾kové roz-¹íøení není dùle¾ité36 a mù¾eme polo¾it 

 = 0. Pak mù¾eme krátit�+ 2
 a najít koøeny zbývají
í kvadrati
ké rovni
e, tak¾e�a = �2
 �b;
 = �2
 � 2ivuut�2 � V 2�h2 : (284)13 � -systémyModelem atomu se dvìma energeti
kými hladinami mù¾eme popiso-vat pouze pro
esy, pøi který
h je frekven
e svìtla blízká rozdílu ener-gií vybraný
h hladin. Pokud systém osvítíme je¹tì jinou barvou, jepotøeba zapoèíst dal¹í hladinu. Tøíhladinové modely dovolují popsatnelineární úèinek svìtla jedné barvy na svìtlo barvy jiné.Uva¾ujme plyn atomù se tøemi hladinamiEs < Ed < Ep. Skrz tentoplyn svítí svìtlo o frekven
i �h! � Ep�Es. Èást svìtla je pohl
ena, 
o¾36Podmínka 

 = 0 neznamená, ¾e srá¾kové roz¹íøení vùbe
 neuva¾ujeme. Pro nulové srá¾kovì roz¹íøení jedno-du
hý relaxaèní èas nadhodno
uje útlum mimodiagonální
h èlenù mati
e hustoty a jako kompensa
i musíme brát

 = � 12
. 76



lze vidìt ve sní¾ené prùzraènosti. Toto pohl
ené svìtlo je pak znovuvyzáøeno do okolí, 
o¾ lze vidìt jako luminis
en
i.Pokud na plyn zasvítíme dal¹ím laserovým svazkem svìtla o frek-ven
i �h
 � Ep�Ed, vzroste prùzraènost plynu pro svìtlo frekven
e !a také klesne luminis
en
e na této frekven
i. Tento jev se proto nazývábuï opti
ky indukovaná prùzraènost nebo opti
ky indukovaný temnýstav. V této kapitole si spoèteme opti
ky indukovanou prùzraènost.13.1 Indukované rozladìní rezonan
ePro Hamiltonián tøíhladinového atomu pou¾ijeme opìt pøiblí¾ení ro-tují
í vlny. Pùsobí
í svìtlo zahrneme jen pro pøe
hod, kde má rezo-nanèní 
harakter. Podobnì jako v rovni
i (245) dostaneme efektivníHamiltonián H = 0BBB� Es ve�i!tvei!t Ep V ei
tV e�i
t Ed 1CCCA : (285)Hladiny jsou uspoøádány tak, aby mati
e mìla tridiagonální tvar,tak¾e nejvy¹¹í hladina je umístìna uprostøed mati
e. Mati
ové ele-menty jsou setrojeny z dipólový
h momentù a elektri
kého pole. Jeji
hpùvod je zøejmý z polohy v Hamiltoniánu.37Budeme tedy opìt øe¹it èasovou S
hrödingerovu rovni
ii�h ��t 0BBB�  s p d 1CCCA = 0BBB� Es ve�i!tvei!t Ep V ei
tV e�i
t Ed 1CCCA0BBB�  s p d 1CCCA ; (286)neboli soustavu tøí rovni
i�h ��t s = Es s + ve�i!t pi�h ��t p = Ep p + vei!t s + V ei
t di�h ��t d = Ed d + V e�i
t p: (287)Èasovou závislost Hamiltonánu odstraníme substitu
í~ s = ei!t� i�hEpt  s; ~ p = e� i�hEpt  p; ~ d = ei
t� i�hEpt  d; (288)37Zjevnì na prùseèíku stavù s a p je element sestrojený z dipólu dsp, tak¾e ve�i!t = E+!dsp, a podobnì proelementy mezi p a d stavy. 77



kterou soustava (287) pøejde na soustavu s konstantními koe�
ientyi�h ��t ~ s = Æ ~ s + v ~ pi�h ��t ~ p = v ~ s + V ~ di�h ��t ~ d = � ~ d + V ~ p; (289)kde Æ = Es �Ep � �h! a � = Ed �Ep � �h
.Øe¹ení soustavy pøedpokládáme ve tvaru~ � 0BBB� ~ s~ p~ d 1CCCA = e�i�at
a ~ a + e�i�bt
b ~ b + e�i�
t

 ~ 
; (290)kde ~ � s � = a; b; 
 nezávisí na èase a pøedstavují tøi nezávislá øe¹enísoustavy �h�� ~ �s = Æ ~ �s + v ~ �p�h�� ~ �p = v ~ �s + V ~ �d�h�� ~ �d = �~ �d + V ~ �p : (291)Soustava má øe¹ení jen kdy¾ frekven
e vlastní
h kmitù splòuje seku-lární rovni
i (Æ � �h�) ��h�(�h���)� V 2� = v2(�h���): (292)Nebudeme øe¹it kubi
kou rovni
i, omezíme se na diskusi pøesnì na-ladìný
h frekven
í, Æ = 0 a � = 0. Potom je øe¹ení rovni
e (292)jednodu
hé �a = 0 �b;
 = �1�hpv2 + V 2: (293)Jedna èást øe¹ení se s èasem nemìní a dvì os
ilují s opaènými frek-ven
emi.Vlastní vektor ~ a je øe¹ením soustavy (291) pro Æ = 0, � = 0 a�a = 0, 0 = v ~ ap0 = v ~ as + V ~ ad0 = V ~ ap tak¾e ~ a = 0BBB� Vpv2+V 20� vpv2+V 2 1CCCA : (294)78



Vlastní vektor ~ b;
 je øe¹ením soustavy (291) pro Æ = 0, � = 0 a�b;
 = � 1�hpv2 + V 2,�pv2+V 2 ~ b;
s = v ~ b;
p�pv2+V 2 ~ b;
p = v ~ b;
s + V ~ b;
d�pv2+V 2 ~ b;
d = V ~ b;
p tak¾e ~ b;
 = 0BBBBB� vp2(v2+V 2)� 1p2Vp2(v2+V 2)
1CCCCCA :(295)Koe�
ienty 
a;b;
 urèíme z poèáteèní podmínky v t = 0. Na poèátkuje atom v základním stavu ~ =  s. V¹e
hny expononenty jsou v t = 0rovny jedné, tak¾e ze q2(v2+V 2) ~ = q2(v2+V 2) s plynep2 V 
a + v 
b + v 

 = q2(v2+V 2)q(v2+V 2)(
b � 

) = 0�p2 v 
a + V 
b + V 

 = 0 tak¾e 
a = Vpv2+V 2
b = vp2(v2+V 2)

 = 
b :(296)Smotujeme-li 
elé øe¹ení, dostaneme vlnovou funk
i~ = 0BBB� V 2v2+V 2 + v2v2+V 2 
os � 1�hpv2 + V 2 t�� i vpv2+V 2 sin � 1�hpv2 + V 2 t�� vVv2+V 2 + vVv2+V 2 
os � 1�hpv2 + V 2 t� 1CCCA : (297)Øe¹ení (297) má oèekávané rysy. Pro t = 0 je stav s plnì obsazen atoto plné obsazení se vra
í s vlastní periodou systému. Obsazení stavùp a d je úmìrné síle èerpání ze stavu s. Slo¾itìj¹í závislost øe¹ení nasíle pole svazují
í stavy p a d. Èím silnìj¹í je tato vazba, tím ménìvlnové funk
e opustí stav s. Jinými slovy, zapnutí pole s frekven
í
 vypíná pøe
hody buzené frekven
í !. Toto je svìtlem indukovanáprùzraènost. Rabiho frekven
e pøe
hodù mezi p a d stavy toti¾ vstoupído resonanèní podmínky pro pøe
hody mezi s a p stavy, èím¾ rozhodípùvodní rezonanèní naladìní frekven
e ! na pøe
hod.13.2 Sta
ionární re¾imRozladìní rezonan
e vysvìtluje podstatu indukované prùzraènosti, ne-mù¾e v¹ak poskytnout její kvantitativní popis. K tomu je nutné za-hrnout alespoò spontánní pøe
hody ze stavu p do stavu s, a s nimispojenou koneènou dobu ¾ivota vybuzeného stavu.79



Sformulujme si nejprve 
íl výpoètu. Ry
hlost svìtla v prostøedí jedána sus
eptibilitou 
plyn = 1p"� = 
p1+�. Je-li sus
eptibilita kom-plexní, svìtlo je pohl
ováno.Potøebujeme spoèítat imaginární èást sus
eptibility �. Pohl
ovanáslo¾ka svìtla se vá¾e na pøe
hod mezi s a p stavem, mù¾eme tedypou¾ít vzore
 (263) bez úprav. Pro lineární pøiblí¾ení nám tedy budestaèit najít imaginární èást nediagonálního elementu mati
e hustoty�sp v lineárním pøiblí¾ení v síle pole v.Pøejdeme od S
hrödingerovy rovni
e na Blo
hovu rovni
i (271).Tento tvar rovni
e platí nezávisle na poètu uva¾ovaný
h stavù naatomu. Pro pøesný popis by
hom mìli zapoèíst rùzné me
hanizmyrelaxa
e, pro jednodu
host ne
háme pouze jeden relaxaèní èas s rov-nová¾nou distribu
í odpovídají
í základnímu stavu,�eqss = 1 a ostatní èleny nulové: (298)Transforma
í~� = 0BBB� ei!t� i�hEpt e� i�hEpt ei
t� i�hEpt 1CCCA �0BBB� e�i!t+ i�hEpt e i�hEpt e�i
t+ i�hEpt 1CCCA(299)pøejde Blo
hova rovni
e na rovni
i s èasovì nezávislými koe�
ienty,��t ~� = 1i�h � ~H ~�� ~� ~Hy�+ 2�h (
ps~�pp + 
ps~�dd) Ps+ 2�h (
sp~�ss + 
dp~�dd) Pp+ 2�h (
sd~�ss + 
pd~�pp) Pd; (300)kde efektivní Hamiltonián~H = 0BBB� Æ � i
sp � i
sd vv �i
ps � i
pd VV �� i
dp � i
ds 1CCCA (301)má reálné èleny podle koe�
ientù S
hrödingerovy rovni
e (289) a ima-ginární èleny popisují úbytek atomù v jednotlivý
h stave
h. Tento80



pøepis odpovídá vymírání vlnové funk
e doplnìné o atomy vra
ejí
íse do diagonální
h èlenù mati
e hustoty. Návrat atomù je vyjádøenpøes projekèní operátoryPs = jsihsj; Pp = jpihpj; Pd = jdihdj; (302)tvoøí
í úplný rozklad jednièky Ps+Pp+Pd = 1. Ry
hlosti pøe
hodù zestavu s do p je oznaèena 
sp ostatní obdobnì. Vzhledem ke spontánnímemisím je 
sp 6= 
ps.Ve sta
ionární stavu je èasová deriva
e transformované redukovanémati
e hustoty nulová, tak¾e Blo
hova rovni
e se zjednodu¹í na line-ární soustavu algebrai
ký
h rovni
i � ~H ~�� ~� ~Hy� = 2 (
ps~�pp + 
ds~�dd) Ps+ 2 (
sp~�ss + 
dp~�dd) Pp+ 2 (
sd~�ss + 
pd~�pp) Pd; (303)Tato soustava je stále pøíli¹ slo¾itá. Omezíme se na lineární odezvuv poli v. Rozlo¾íme proto efektivní Hamiltonián na neporu¹enou èást~H0 a poru
hu, ~H 0 = 0BBB� 0 vv 0 0 1CCCA : (304)Neporu¹ená èást je ~H pro v = 0, tak¾e obsahuje úplné pole V .Øe¹ení soustavy v nultém øádu pole v,i � ~H0~�0 � ~�0 ~Hy0� = 2 �
ps~�0pp + 
ds~�0dd� Ps+ 2 �
sp~�0ss + 
dp~�0dd� Pp+ 2 �
sd~�0ss + 
pd~�0pp� Pd; (305)není obtí¾né, ale jeho úplnou podobu nebudeme potøebovat. Staèí námvìdìt, ¾e dojde k nìjaké zmìnì diagonální
h èlenù, tedy obsazení stavùspd, a ¾e z mimodiagonální
h èlenù je nenulový pouze ~�0dp.Lineární opravu ~�0dp k nulovému øe¹ení dostaneme z rovni
ei � ~H 0~�0 � ~�0 ~H 0� = �i � ~H0~�0 � ~�0 ~Hy0�+ 2 �
ps~�0pp + 
ds~�0dd� Ps+ 2 (
sp~�0ss + 
dp~�0dd) Pp+ 2 �
sd~�0ss + 
pd~�0pp� Pd; (306)81



Levá strana je nulová pro v¹e
hny diagonální elementy. Pro ele-menty pp a dd je toto tvrzení triviálním dùsledkem nulový
h èlenùporu
hy H 0. Pro èlen ss plyne nula z nulové hodnoty elementu redu-kované mati
e hustoty ~�0sp = 0. Diagonální elementy rovni
e urèujídiagonální elementy mati
e hustoty. Na¹li jsme, ¾e oprava k diagonál-ním èlenùm mati
e hustoty je nulová~�0ss = 0 ~�0pp = 0 ~�0dd = 0: (307)Tím se rovni
e (306) zjednodu¹í na~H0~�0 � ~�0 ~Hy0 = ~�0 ~H 0 � ~H 0~�0: (308)Zmìnu prùzraènosti popisuje sus
eptibilita �. Ta je úmìrná mimo-diagonálnímu èlenu ~�0sp = 0. Vezmeme tedy nejprve sp element rovni
e(308), (Æ � i�sp)~�0sp � V ~�0sd = v(~�0ss � ~�0pp): (309)kde zkra
ujeme znaèení�sp = 
sp + 
sd + 
ps + 
pd�sd = 
sp + 
sd + 
dp + 
ds: (310)K vyøe¹ení hledaného sp èlenu redukované mati
e hustoty potøebu-jeme je¹tì sd èlen. Vezmeme tedy nejprve sd element rovni
e (308),(Æ ��� i�sd)~�0sd � V ~�0sp = 0: (311)Nyní staèí dosadit z (311) do (309)~�0sp = v(~�0ss � ~�0pp) Æ ��� i�sd(Æ � i�sp)(Æ ��� i�sd)� V 2 : (312)Chování systému je zajímavé tehdy, kdy¾ mezi stavy s a d do
házípouze k velmi málo pravdìpodobným pøe
hodùm. Pro stav p dosta-teènì vysoko nad stavy s a d je pravdìpodobnost tepelnì stimulovanéemise zanedbatelná, 
sp = 0 a 
dp = 0. Pøe
hod mezi s a d je ne-pravdìpodobný 
sd; 
ds � 
pd; 
ps, tak¾e �sd � 
pd; 
ps. Lze dokon
esnadno splnit i �sd � V . Potom sus
eptibilita klesá na zanedbatelnouhodnotu � �sdV �2 tehdy, je-li rozladìní obou svìtel shodné. Oblastpoklesu sus
eptibility je je velmi úzká a vy¾aduje pøesné sladìní oboulaserù. To je ale dostupné. 82



13.3 Zastavené svìtloSvìtlem 
 modi�kovaná sus
eptibilita dovoluje mìnit pohyb svìtlafrekven
e ! plynem za velmi krátkou dobu. Je napøíklad mo¾né ne
hatsvìtlo ! vniknout do plynu a pak osví
ením 
 ze strany svìtlo ! vplynu natolik zpomalit, ¾e se pøíslu¹ný jev nazývá zastavením svìtla.Z Maxwellovy rovni
e v prostøedí dostaneme disperzní rela
i"�!2q = q2 neboli (1 + �)!2q = 
2q2: (313)Vlnový balík se pohybuje grupovou ry
hlostíu = �!q�q = 
p1 + � 11 + !2 (1 + �)� 32 ���! : (314)Pøi deriva
i vztahu (313) jsme pou¾ili, ¾e v dipólovém pøiblí¾ení sus
ep-tibilita nezávisí na impulzu q.Imaginární èást sus
eptibility není podstatná pro grupovou ry
h-lost. Potøebujeme tedy reálnou èást mati
e hustoty. Podle vzor
e (263)pøevedevého do velièin, které zde poèítáme je rovna� = N
 ~�spv jdpsj2; neboli Re� = N
 Re ~�spv jdpsj2: (315)V lineárním pøiblí¾ení ve síle pole v, pro � = 0, �sd ! 0 a proÆ ! 0 dostaneme ~�sp � �v(~�0ss � ~�0pp) ÆV 2 : (316)Pro pøesné naladìní Æ = 0 je reálná èást sus
eptibility nulová, ale jejíderiva
e je nenulová. Potomu = 
 11 + !2 �Re��! : (317)Podle vzor
e (315) vypoèteme deriva
i�Re��! = �N
 1v jdpsj2 �h �Re ~�sp�Æ = N
 jdpsj2 �h ~�0ss � ~�0ppV 2 : (318)Pro správnì zvolenou sílu pole zùstanou pøedpoklady teorie platnéa pøitom jmenovatel nesmírnì vzroste. Grupová ry
hlost svìtla mù¾eklesnout proti ry
hlosti svìtla ve vakuu velmi podstatnì.83


