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1 Uvodem

Predlozeny text se zabyva kvantovymi vlastnostmi svétla. Vyklad se
sklada ze ctyr blokii.

Ve druhé a treti kapitole oddélime elektromagnectické zareni od
hmoty. Nejedna se o rozpinani vesmiru, ale o formalni krok, kterym
se odcleni elektrostaticka interakce castic ve stabilnich atomech od
volnych elektromagnetickych vin. Zatimco elektrostatickou interakci
popiseme Coulombickym potencidlem, tak jak je zarazena do teorie
atomi v kursu kvanové mechaniky, pro elektromagnetické viny (tedy
svétlo) dostaneme vinovou rovnici s kvantovanou apmlitudou vin. Na-
konec odvodime Hamiltonian pro svétlo ve druhém kvantovani a in-
terakci mezi atomy a svetlem.

Ve ctvrté az sedmé kapitole spocteme rtizné stavy elektromagne-
tického zareni. Nejprve vlastni stavy Hamiltonianu svétla — od elek-
tromagnetického vakua po stavy s ostrym poctem fotont. Tyto stavy
nejsou vhodné k popisu klasického svétla. K tomu ucelu zavedeme
koherentni stavy. Jako kvantové-mechanicka zvlastnost jsou ukazany
tzv. stlacené stavy. Pro popis svétla od tepelnych zdroji zavedeme
stavy smiSené.

V osmé az desaté kapitole se budeme vénovat vyzareni a zachytu
jednoho fotonu jednim atomem. Odvodime dobu Zivota vybuzeného
stavu atomu a jeji dusledek na spektrum fotont vyzarenych plynem.
Zapocteme i nezadouci mechanismy ovlivnujici pozorované spektralni
cary a na vypalovani dér do spektralni cary si ukazeme, jak se nékteré
nezadouci vlivy daji experimentalné vyloucit.

V jedenacté az trinacté kapitole se zamérime na nelinearni odezvu
jednoho atomu v silném elektromagnetickém poli laseru. Pro jeden
laserovy svazek odvodime vliv sily pole na sitku absorp¢ni ¢ary, satu-
raci absorp¢ni schopnosti plynu a Rabiho oscilace poctu excitovanych
atomil v plynu. Nelinearni interakci dvou laserovych svazki o riznych
barvach si ukdzeme na atomech se dvéma stabilnimi stavy a jednim
excitovanym, tzv. A-systémech. Spocteme svétlem indukovanou pru-
zracnost a svétlem snizenou rychlost svétla az témer k jeho zastaveni.



2 Maxwellovy rovnice

netického pole. Pak tedy vi nebo tusi, co je to intensita elektrického
pole E a vektor magnetické indukce B. Budeme jim rikat kratce elek-
trické a magnetické pole.

Zdrojem elektrického pole je hustota elektrického naboje p, kratce
naboj. Zdrojem magnetického pole je hustota elektrického proudu j,
kratce proud. Toto vymezeni zdroji je jen priblizné a presné plati
jen pro casové nezavisla pole. Pokud se pole méni s ¢asem, jsou jejich
hodnoty dany Maxwellovymi rovnicemi

VxB—uedE = pj (1)
VXE+dB = 0 (2)
eVE = p (3)

VB = 0. (4)

Zde € = g je elektricka permitivita vakua. Podobné, u = g je magne-
ticka permeabilita vakua. Casovou derivaci zkracujeme takto 0, = %.

Pro zapis diferencialnich operaci pouzivame oprator ‘nabla’

0 o0 0
V= <—a—a—> ) (5)
Ox’ 0y’ 0z
pres ktery vyjadrujeme rotaci rotA = V x A formou vektorového
soucinu a divergenci divA = V A jako skalarni soucin.

2.1 Volné a vazané pole

V systémech atomii vyzarujicich svétlo ¢i pohlcujicich svétlo z vnéjsiho
zdroje hraje elektrické pole dvoji tlohu. Jednak je soucasti vyzarova-
ného i dopadajiciho svétla. Soucasné je elektrické pole nejvyznameé;jsi
interakci urcujici strukturu atomui. Tyto dvé ulohy vyzaduji rtzné
popisy.

Svétlo se pohybuje a je nutné ho popsat z tiplného reseni Maxwello-
vych rovnic. Jediné co miizeme zjednodusit je jeho interakce s atomy,
ktera se bézné popisuje jako porucha k pohybu volného pole.

Zcela opacny pristup vyzaduji atomy. Interakce mezi elektrony a ja-
dry je pri uplném zapocteni dynamiky poli neresitelna. Pro vétsinu
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atomi je dostatecné dobrym priblizenim, kdyz elektrické pole nahra-
dime Coulombovym potencidlem. Coulombiv potencial zavisi pouze
na okamzitych polohach nabitych castic a zcela zanedbava moznost
vlastniho casového vyvoje elektrického pole.

Dvé rtzné tulohy a s nimi spojena dvé zcela rtizna priblizeni by velmi
komplikovaly formulaci rovnic pro elektromagnetické pole. Nastésti
se oba prispévky daji od sebe oddélit jiz na velmi obecné trovni.
Vyclenime Coulombovu interakci prechodem k elektromagnetickym
potencialim.

Z Maxwellovy rovnice (4) plyne, ze existuje vektorovy potencial A,
takovy ze

B =V xA. (6)

Dosazenim vztahu (6) do (2) dostaneme V x (E+0;A) = 0. Elektrické
pole se tedy miize lisit od casové derivace vektorového potencialu A
pouze o pole s nulovou rotaci. Pole s nulovou rotaci lze vyjadrit jako
gradient skalarniho potencialu ¢, takze

E=—-0,A - V. (7)

Potenciadly A a ¢ nejsou urceny jednoznacné. Pomoci libovolné
skaldrni funkce y muZzeme vytvorit jiné potencidly A’ = A + Vy
a ¢ = ¢ — Opx, které davaji stejné elektrické a magnetické pole.
Tato tzv. kalibra¢ni invariance nam dava moznost zvolit si potencia-
ly, ve kterych je délba na okamzitou interakci a pohybujici se svétlo
co nejpohodlnéjsi. Omezime vektorovy potencial tzv. Coulombickou
kalibra¢ni podminkou

VA = 0. (8)

Nyni jiz mizeme dosadit potencidly do Maxwellovych rovnic a na-
jit jejich pohybové rovnice. Dosazenim (7) za podminky (8) do (3)
dostaneme

—e Vi =p. (9)
Skalarni potencial je tedy okamzitou funkci rozlozeni naboje, tak jak
se to predpoklada pri pouziti okamzité Coulombovy interakce mezi
elektrony a jadry. Volbou kalibrace se nam podarilo vyclenit okamzi-
tou interakci do skalarniho potencialu.



Dynamické chovani elektromagnetického pole je popsano pouze vek-
torovym potencidlem A. Dosazenim (6) a (7) za podminky (8) do (1)
totiz dostaneme

(ne0? — VHA = p (j — e VO). (10)

Soustava rovnic (6-10) poskytuje elektrickd a magneticka pole, ktera
resi soustavu Maxwellovych rovnic. Okamzita interakce je pokryta
skalarnim potencidlem ¢, jehoz formalni feseni je totozné s Coulom-
bovou interakci

or,1) = | dr’émi(r—/’t) (11)

v/ —r|

2.2 Podélné a pricné pole

Pri Coulomboveé kalibraci zavisi vektorovy potencial i na ¢asové zméneé
skaldrntho potencidlu. Vyrazu na pravé strané (10) se fikd pricny
(transversalni) proud

jT :j — € V@tqb (12)

Z rovnice (10) a podminky (8) plyne Vjr = 0. Velikost této slozky
proudu se neméni podél proudnic, takze tece pouze ve smyckach, po-
dobné jako nestlacitelna kapalina — tfeba voda.

Z definice (12) ptimo plyne, Ze dopliikovy podélny (longitudinalni)
proud jr, = j — jr méa nulovou rotaci, V X ji, = 0. Z rovnice kontinuity
op + Vj = 0 je patrné, ze pouze podélna slozka proudu prispiva ke
zménam hustoty naboje

Podle hodnoty divergence a rotace miizeme rozdeélit i elektrické
a magnetické pole na podélné a pricné slozky,

Er=-9A, E,=-V¢, Br=B, Bp=0. (14)

Magnetické pole ma VB = 0, takze je cisté pricné. Elektrické pole se
rozpada podle prispévki jednotlivych potenciali.



2.3 Hamiltonian

Na prispévek podélnych a pri¢nych poli lze rozlozit i celkovou elektro-
magnetickou energii systému,

H =/ dr( EE + BB>
= dr | =ETET —I— BTBT dr—Ei(E; + [ dreEfEt
(s )+ rgEes+ |
= /dI‘( EtET + BTBT> /dr%Vcngb — /dP6V¢ET
= /dr( EtET + BTBT> /drE¢V2¢+ /dP6¢VET

— /dr <§ETET + ﬂBTBT> ; /d dr /4i€‘r . 1| (15)

Treti ¢len predposledniho radku je nulovy nebot VEr = 0. V posled-
nim fadku jsme dosadili z rovnic (3) a (11).

Okamzitym Coulombovym potencidlem se jiz nebudeme zabyvat
a budeme jej povazovat za zapocteny v modelu latky, se kterou svétlo
interaguje. Nasim cilem je podrobny popis svétla, jehoz energie je
dana pouze pricnou slozkou.

Nakonec vyjadiime pricnou slozku energie pres derivace vektoro-
vého potenciélu,’

€ 1
HT = /dr <§ETET + ZBTBT)
— [dr <E(‘)tA8tA L Ly v AV x A)
2 21

€ 1 9
= [dr <§8tAatA ~ 3, AV A) . (16)

1

/dl‘ V X AV x A /dl‘ Eijk-vjAk-Eilmlem = —€ijk€ilm /d!‘ AmlejAk,

= _(6jl(5k:m — 6jm6k-l)/dr AmlejAk- = —/d!‘ Ak.VjVjAk. = —/dr AVQA.

Vyuzili jsme soucin anti-symetrickych symbolii €;;1€i1m = 0j10km — djm i, kde vBechny indexy chybé&jici na opatné
strané rovnice se séitaji od jedné do t¥i. P¥i posledni tpravé jsme pouzili kalibraéni podminku §;;V; A = VA = 0.



2.4 Fourieruv obraz

Jako kazda vlnova rovnice, i rovnice pro vektrovy potencial se poho-
dInéji tesi ve Fourieroveé obrazu. Vektorovy potencial ma obraz

Ax(q) = [ dr exg A(r) e (17)

Oproti obvyklé Fourierové transformaci je ve vyrazu pridana pro-
jekce na vektor eyq. Tento vektor je jednotkovy |eyq| = 1 a kolmy na
vinovy vektor qeyq = 0. Existuji tedy pouze dva nezavislé vektory,
A = 1,2, do kterych mizeme potencial rozlozit. Slozka vektorového
potencialu ve sméru vinového vektoru je nulova podle kalibrac¢ni pod-
minky VA =iqA = 0.

Zpétna transformace je

AG) = 3 [ 555 e Axfa) o (19

2.5 Diskrétni vinové vektory

Zapis potencialu a dalsich veli¢in pres Fourierovy obrazy vede na zby-
tecné neprehledné vzorce. Misto spojitého vlnového vektoru budeme
uvazovat diskrétni hodnoty umisténé do stred malych krychli ob-
jemu A = dg, dg, dq.. Vlnové vektory, které jsou nasobkem dg, jsou
periodické na intervalu L, = 27 /dg,. Funkce sestrojend z diskrétnich
hodnot vlnového vektoru je periodickym opakovanim motivu z jed-
noho kvadru o objemu Q = L,L,L, = (2m)3/A.
Integrace je pak nahrazena souctem pres diskrétni hodnoty

d A
/(2:)3...:2(%)3... (19)

q

Abychom se vyhnuli neprijemnému vypisovani faktoru ﬁ, prijmeme
umluvu, ze operatory na diskrétni mrizi jsou déleny odmocninou ob-
jemu, na némz se motiv opakuje,

A 1
Axg = WA/\(Q) = \I;A/\(Q)- (20)

Vektorovy potencial je pak rozlozen do slozek

A(r) = ; frq(r) Arg, (21)
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kde

A iqr 1 iqr
f)\q(r) = W €)\q € ar — 5 €)\q € 4 (22)

je vlnova funkce rovinné vlny normovana na objemu {2
J dr Brg(0)fx(r) = Suong: (23)

Diskrétni hodnotu vlnového vektoru a polarizace budeme nazyvat mo-
dem. Rikdme naptiklad, 7e f\q je vlnova funkce modu Ag.

3 Kvantovani svétla

Volné pole vytvari viny, které prenaseji energii. Uvazujme jednu vinu
o vlnovém vektoru q, frekvenci wq a polarizaci eyq. Maxwellovy rov-
nice kladou na tyto veli¢iny fadu omezeni.

Predné, vektorovy potencial je realny, takze musime zahrnout i Fou-
rierovu slozku s opac¢nym vlnovym vektorem, tedy komplexné sdru-
zenou ¢ast, A(r,t) = Aygenge T ¥t 4 Ay enge @ ¥t Druhé
omezeni plyne z kalibracni podmiky a je jiz zahrnuto do volby pola-
rizacniho vektoru. Za treti, aby vektorovy potencial resil pohybovou
rovnici (10) s nulovou pravou stranou, musi byt frekvence svazana
s vilnovym vektorem

Wq = €4, (24)

kde
1

V1€
je rychlost svétla. Timto vyctem jsou vycerpana klasickd omezeni.
Klasicky miize amplituda a tim i energie vlny nabyvat libovolné
hodnoty. Kvantovy popis svétla dovoluje v modu Aq pouze ty vlny,
jejichz energie je celoc¢iselnym nasobkem Aiwg. Tato podminka omezuje
mozné hodnoty vektorového potencialu.

(25)

CcC =

Nadale budeme chapat vektorovy potencial A jako Heisenbergovsky
operator, jehoz hodnoty v rtiznych casech nekomutuji. Jako disledek,
nekomutuji A a 0;A.

Hodnotu komutatoru mezi A a 0;A najdeme pomoci kanonicky
sdruzeného impulzu Q k vektorovému potencidlu A. Impulz urc¢ime



z Lagrangianu?

€ 1
Ly = [ dr <§atAatA 4 ﬂAV2A> | (26)

Prevedeme Lagrangidn do Fourierova obrazu. Po dosazeni (18) do
Lagrangianu (26) a integraci pres prostor dostaneme

2

€ q

Ly =3 |z0tA\_q0tArg — =—Ar—qArq | - (27)
Aq 2 2:“

Impulz kanonicky sdruzeny s amplitudou vektorového potencialu v mo-

du A\q je derivaci Lagrangianu podle rychlosti zmény této amplitudy,

0Lt
Q=7 =€0;A\_q 28
q 8(87514/\(1) q ( )
Podle Heisenbergova principu zadna velicina nekomutuje se svym
kanonicky sdruzenym impulzem,

Q)\qA,uk — A'qu)\q = —z’thMcSkq = —z’hdﬂkm
AxgAx — AAyxg = 0
Qa@uk — Quxrg = 0. (29)

Druhy radek pripomina, ze amplitudy potencialu mezi sebou komu-
tuji. Treti radek plati pro kanonicky sdruzené impulzy.

Nevim, zda se slusi pfipominat, ze komutac¢ni relace (29) nelze spl-
nit s obycejnymi c-¢iselnymi funkcemi. Od této chvile jsou amplitudy
A)q 1 kanonické impulzy @Q))q Heisenbergovymi operatory. Tyto ope-
ratory spliuji stejné rovnice jako klasickd pole popsana c-Ciselnymi
amplitudami. Nebudeme proto zavadét zadné zvlastni oznaceni ope-
ratoru.

3.1 Druhé kvantovani

Soustava rovnic (27-29) predstavuje kvantovy popis volného elektro-
magnetického pole a mohli bychom ji nadale uzivat v tomto tvaru.
Michani slozek q a —q je ale nepohodlné. Proto se voli zapis, ve kte-
rém jsou tyto slozky formalné oddéleny.

2Hustota Langranovy funkce I = %BtABtA + ﬁAV2A, dava Lagrangeovu rovnici —Bt% + gl_; =

je totozna s Maxwellovou rovnici —e 8?A + iV2A = 0. To potvrzuje, Ze (26) je skutecn& Lagrangian.

0, ktera
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Zavedeme operator Ayq jako soucet dvou slozek

A/\q = C,\q <aJ/r\_q + a)\q> . (30)

Zde kreacni operator af\q je Hermitovsky sdruzeny k anihilacnimu ope-

ratoru ayg a Cq je pouhé ¢islo. Jelikoz impulz spliiuje vztah (28), tedy
Qrq = € 0:Ar_q, musi byt vyjadren pres kreacni a anihilacni operatory

nasledovné&®

Q,\q = 1€ Wq C)\q <af\q - a,\_q> . (31)

Vztahy (30) a (31) definuji anihilila¢ni a krea¢ni operator. Regenim
téchto rovnic dostaneme

_ Axg Qxr—q i _Avq . Qg

= +1 , ay,, = .
20)\(1 2€ qu)\q Ad 20)\(1 2€ qu)\q

a)\q

(32)

Nyni mtzeme pouhym dosazenim (32) a komutacni relace (29) vy-
hodnotit komutaci anihila¢niho a kreacniho operatoru,

h

—0 ) 33
2equ’§q nkAq (33)

T T _
AxqQux — QukArq =

Pokud chceme a'a interpretovat jako operator poc¢tu kvant svétla, je
nutné jej patricné normalizovat. Proto volime

h h
pu— pu— . 4
Cra 2€ wqy 2€e cq (34)

Pro kreac¢ni a anihila¢ni operatory plati komutacni relace

T T _
g — Qg = Oukag
akqaﬂk - aﬂka,\q =0
Tt Toor
a/\qa'uk — a,uka/\q = 0 (35)

Prvni fadek vztah (33) pfi volbé (34). Druhy a tieti vztah z této sady
rika, ze anihilac¢ni a kreac¢ni operatory komutuji vzdy se shodnym ope-
ratorem. Jejich dikaz je jednoduchy. Pro A = p a q = k jsou tyto
komutace pouhymi identitami. Pro A # u nebo q # £k je komutace
operatori zarucena komutaci operatori poli A a impulzi @, viz druhy

3Ve srovnani se vztahem (30) jsme zavedli nésledujici zm&ny. Zaménili jsme q <> —q a vynasobili e. Casova
derivace vnese iwqg. Impulz je Gmérny rozdilu kreac¢niho a anihila¢niho operdtoru, aby byl linedrné nezavisly od
amplitudy.
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a tfeti vztah (29). Zbyva jen A = p a q = —k. O platnosti komutac-
nich relaci pro tento pripad se snadno miizete presvédcit dosazenim
krea¢nich a anihila¢nich operatori z vyrazi (32).

3.2 Hamiltonian ve druhém kvantovani

Na kreacni a anihila¢ni operatory prevedeme vsechny velic¢iny, se kte-
rymi se budeme zabyvat. Podle (18), (30) a (34) je Heisenbergiiv ope-
rator vektorového potencialu roven

A®) = T fulr) oo (ohoa + o)

h
_ T
- % 2w (£1q(r) alq + Bra(t)arg) - (36)
Pri¢né elektrické pole Er = —0;A vyhodnotime z Fourierova ob-

razu impulzu. Podle (28) je Ey\q = —%Q,\_q, takze podle (31) je jeho
operator roven

fwg

Bu(r) = =% |3 (Brq()aly — Ba(arg) - (37)

Kone¢né magnetické pole B =V x A z (36) mé operator

h

2€ Wq

B(r)= iy ax (fiq(r)aly — Ha(arg) - (38)
Aq

Vyjadreni Hamiltonidnu ve druhém kvantovani vyzaduje nékolik

krokt. Nejprve Hamiltonian (16) prepiseme ptes Fourierovy slozky
potencialu a impulzu,

1 q°
HT = % (%Q)\—qQ/\q + ZA)\—qA)\q> . (39)

Piimym dosazenim potencidlu (30) a impulzu (31) s hodnotami (34)
a (24) dostaneme*

1
Hr =Y hwq§ (air\qa)\q + aAan/r\q> : (40)
Aq

4P tipravé je nutno pouZit, 7e frekvence ani linearni koeficient a nezdvisi na znaménku vinového vektoru.
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Podle komutac¢ni relace (35) lze Hamiltonian (40) prepsat na nej-
obvyklejsi tvar
Hr =Y hwq alqarg  + UL (41)
Aq

Energie zakladniho stavu

1
Ud = 3 3 hwg, (42)
Aq

neprispiva k pohybovym rovnicim, nebot komutuje s libovolnym ope-
ratorem. Na tom nic nezméni ani neprijemna skutecnost, ze je neko-
necny. Elektromagnetické zareni ma totiz nekonecné mnoho stupnt
volnosti, nebot jeho vinovy vektor muze byt libovolné velky. Kazdy
stupen volnosti prispiva ke konstantnimu ¢lenu energii nulovych kmit
%hwq = %hcq. Pro velka q suma pres energie nulovych kmita rychle
diverguje.

Podivejme se jesté na hybnost S prenasenou elektromagnetickym
polem. Ta je urcena integralem Poyntingova vektoru S = [dr ¢E x B.
Dosadime za obé pole rozklad do druhého kvantovani, tj. vyrazy (37)
a (38), a upravime®

h
S =% /dr fx X q X qui(aL—k — auk)(—ai_q — Q)q)
Aquk

= AZ €uq X q X eAqg(“Lq - au—q)(ai_q + axq)
ap

1
= )\Z th (al\q o a/\—Q) (air\—q + a)\(l)
q
= > hq aiqa)\q. (43)

Hybnost elektromagnetického pole je tedy souctem impulzt jednotli-
vych kvant.

3.3 Casimirova sila*

Piestoze energie zdkladniho stavu U nepfispiva k pohybovym rovni-
cim pro elektromagnetické viny, je c¢asti celkové energie systému. Jeji

5Integrace pies prostor vede na 0kq- Touto § odstranime impulz k. Vektorové souciny zjednodu$ime identitou
A x B x C = B(AC) — C(AB), kalibragni podminkou ge,, = 0 a pomoci ortogonality polarizacnich vektori
euqeirg = 0, prestitdme index p. Nakonec pouZijeme symetrii vii¢i zimé&né q <> —q a vyloucime liché p¥isp&vky.
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prispévek je méritelny jako tzv. Casimirova sila mezi dvémi vodivymi
predmeéty. Vypocet Casimirovy je zdlouhavy a tato kapitola je urcena
pouze zajemcum.

Uvazujme dvé rovnobézné idedlné vodivé desky o plose S ve vzda-
lenosti L. Plocha je velika, S > L?, takze je mizeme povazovat za
nekonecné a neuvazovat vliv okraji. Svételné mody mezi deskami
maji kolmo na desky charakter stojatych vin s diskrétnim vlnovym
¢islem ¢, = 7n, kde n = 1,2,.... Podél desek je vinové cislo spo-
jité, 9 = (gy,q:)- Pro ¢, # 0 ma elektrické pole vlny slozku rov-
nobéznou s deskami. Predpokladana nekonecna vodivost desek pak
vyzaduje, aby vlna méla uzly v polohach desek (jednu desku mame
v = 0 a druhou pro x = L), takze odpovidajici vektor base ma tvar
frng(r) = \/;—i €xnq €Y7 sin (g,T).

Objemova hustota energie zakladniho stavu mezi deskami je

U% 1 dq 1 OO\J (s 2 _ 2\ 2402
= —— = —h :h — — 2 2 n (L)n+q_
LT ST ZAq 9t C/(zw)%nzzl <L> nttge

(44)

Soucet pres polarizace dal faktor dvé a zkratil se s jednou polovinou.

Dvojrozmérna integrace je normovana na jednotku plochy, zatimco u
souctu pres kolmy vektor ziistava faktor % Soucet je regularizovam
vymirajici exponentou s infinitesimalnim atlumem n — 0.

Skutecnost, ze hustota energie zavisi na vzdalenosti desek, vede na
silu mezi deskami. Jestlize desky vzdalime o dL, zméni se celkova
energie systému, dU = (upyqr(L 4+ dL) — upL — usdL)S. Prvni dva
¢leny vyjadruji rozdil energii zakladniho stavu mezi deskami. Treti
Clen zapocitava, ze oddalenim desek zmensime okolni objem s husto-
tou energie nekonecného systému uy, = limy_,, uz,. Zména energie po
draze je sila a jeji hodnota na jednotku plochy je tlak,

P=———— = Uy —ur — ——L. (45)

Nezbyva, nez tlak vyhodnotit v nejnizsim netrivialnim radu % Za-
¢neme vypoctem hustoty energie, kde preintegrujeme polarni tihel

he >

vr = 2L =

P 2 2 2 2
/ qdqd(%) 24 e V(B (46)
L9
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Substituci z = ¢® + (%) n? dostaneme

he X T s s
uL = 27 g (zn> , kde g(k) = [dz Vz e VE(47)
Pro L — oo prechazi soucet na integral limy oo 02 T ... = (fdk e
0

o0
takZe us = 25 I'dk g(k).

Potrebujeme zjistit, jakym zptsobem se hustota energie blizi ke
své limitni hodnoté. Pouzijeme k tomu ivahu podobnou numerickému
vypoctu integralu. Nejprve rozdélime integrovanou oblast na intervaly
délky T centrované kolem diskrétnich hodnot vinového vektoru,

| dk
0
V prvnim intervalu rozvineme funkci kolem nuly g(k) = go+dg, kde

00 k2
0=/ dz\/Ze_"‘/E adg=—/ dz\/ze_"\/z. Pro malé vektory k& ~ T
0 0

2

(n+3)

B

L

+2
n:l(n_

dk g. (48)

Q
I
O\gh
QU
oyl

)T

o=

mizeme zanedbat atlum v opravném ¢lenu, ég = — [ dzy/z = —%k?’,
0
takze _
2 s 1/ m\*
dk g =go0— — = |=—] . 4
[ dk g =m57 <2L> (49)

Oba prispévky vymizi v limité L — oo, takze patii k hledané funkci
Uno — U . PTispévek imérny go vsak muzeme vyloucit, nebot neprispiva
k tlaku, (1+ LZ)1 = 0.

V intervalech (n — 3)7 < k < (n + )T rozvineme funkci g kolem
stredi,

x© 1 ™ \"
v L (o _n> 50
0= 3 ol (k=Tn) (50

kde gf{m je m-ta derivace v bodu 7n. Liché mocniny nepfispivaji k in-
tegralu pres symetricky interval, takze pro m = 25 + 1 dostaneme

" 00 2 2)) T 27+1
= — — . 51
1= % e % (57) (51)
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Nulty fdd mocninného rozvoje je hodnota v diskrétnim vlnovém
vektoru, ¢gl¥ = ¢ (%n) Soucet pres nulté rady je tedy roven hledané

n
hustoté energie pro konecnou vzdalenost desek. Skutecné pro 5 = 0

dostaneme 2 59 Z_j 97(1) uL Rozvoj do radi proto miizeme psat s

vyclenénymi opravnymi cleny, Uy — UL, = 4h—7chG, kde
1/m\* X 2 T\ ¥l ,
o)t () B
6 \2L ; 27+ 1) \2L 2 O (52)
Hledame nejnizsi nenulovy opravny ¢len. Zkusme ¢leny do fadu L™,
tj. ¢leny pro j = 1 a 7 = 2. Nejprve vezmeme j = 1, k jehoz tpraveé
pouzijeme

™

00 3
m o (4)
7 z:: /dk g 1 3l <2L> g, (53)

Tento vztah je opét rozvojem integralu na pravé strané do souctu

sttedovych hodnot a parabolické opravy. Vyssi opravy jsou zanedbany.

V piiblizeni (53) je vychozi funkei ¢, Prvni ¢len je integréal z derivace,
coz snadno vyhodnotime

2
T
21— . 54
(52) 54

Jaed =" (57) -

Vyuzili jsme, ze pro mala k je g = gy — —k3
Dosazenim (53) a (54) do (52) naJdeme
1/ m\* 11 T\° &
G==-(Z) +2(=-—) (L w. 55
6 <2L> + (5! 3!3!) <2L> n; In (55)

Prvntho ¢len je soucet prvniho ¢lenu rozkladu (52) a ¢lenu (54). Ve
druhém ¢lenu je prispévek tmérny é dén piimo rozkladem (52), za-
timco ¢len Gmérny ﬁ plyne z opravy v (53).

Konec¢né spocteme pfibliéné soucet integralem

™ X I
= dk = —¢® ( ) 4. 56
a cely vyraz sestavime
m\4/1 4 4 7t 1
<2L> <6 3 3!3!) 71180 (57)
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Tlak elektromagnetické energie v zakladnim stavu (Casimirova sila)
tedy pritlacuje desky k sobé

he 0 m2he
~ Yy g T
p 47r2< + 8L>G 240 LA (58)

3.4 Interakéni Hamiltonian

Rozsitime Hamiltonian o Hamiltonian hmoty H 4, ktery sice zavisi na
vektorovém potencialu A, nezavisi vsak na jeho casové derivaci. Pro
jednoduchost zanedbame pohyb jader a budeme uvazovat pouze elek-
trony. Ve formalizmu druhého kvantovani ma Hamiltonian elektroni
tvar

Hy = 5 [dvwi(r) [i (—ihV — eA(r)? + V(r)] W, (r)

s=11
+ % ) [ drdr’ W ()T U (1), (1) 0 (1)
+ gﬂ [ dr Wl (x) s (00 B(r)) Wa(r). (59)

Prvni ¢len je kinetické energie a vnéjsi potencial V. Vnéjsi potencial
trostaticky potencial od jader. Druhy clen je Coulombické interakce
elektronti. TTeti clen je interakce spinu s magnetickym polem. Zde o
predstavuje vektor Pauliho matic a ug = % je Pauliho magneton.
Vektor o tvori skalarni soucin s magnetickym polem B = V x A.
Indexy s a s’ oznacuji spin.

Pro pohodlny zapis pribliznych vypocti je vyhodné oddélit inter-
akci elektrontu s polem od zbytku Hamiltonianu. Oznac¢ime jako H,
Hamiltonian fiktivnich elektronii neinteragujicich s vektorovym poten-
cidlem. Tento Hamiltonian dostaneme z uplného Hamiltonidnu (59)
vyloucenim pole, H, = Ha—g, tj. pro A = 0. Interak¢ni Hamiltonian
je rozdil mezi skutecnym a fiktivnim Hamiltonidnem,

H=Hy~H = Y [dr WA invVy,
S m

2
i Zs:/dr\lﬁe—AQ\Ifs

2m

+ Z/dr \IJLMB (Uss’-v X A) Ws. (60)

17



Tii ¢leny interakéniho Hamiltonianu (60) predstavuji tii rizné me-
chanismy interakce. Prvni a druhy clen vyplyvaji ze zavislosti kine-
tické energie na vektorovém potencialu. Je zrejmé, ze kalibrac¢ni trans-
formaci, A’ = A+ VY, se smysl oddéleni téchto dvou ¢asti zméni. Bu-
deme predpokladat kalibraci, ve které je vektorovy potencial nulovy,
pokud je elektromagnetické zareni ve vakuovém stavu.

Pri zvolené kalibraci predstavuje prvni ¢len linearni interakci pole
s elektrony. Druhy predstavuje interakci nelinearni. Oba tyto cleny
zachovavaji spin elektronu. Tteti ¢len je linearni, ale pti interakci do-
jde k preklopeni spinu. Ktery z téchto prispévku je podstatny zalezi
na radé okolnosti a na tom, jaky proces chceme svétlem pozorovat.
V nasich tivahach se omezime na interakci popsanou prvnim ¢lenem.

3.5 Dipdlové priblizeni

Uvazujme pro jednoduchost interakci svétla s atomy plynu. Elektrony
atomu jsou zhruba popsany jednoelektronovymi vlnovymi funkcemi,
Yx(r — R), kde r je poloha elektronu a R je poloha jadra prislusného
atomu.

Prechod elektronu z jednoho stavu do jiného je mozny jen tehdy, je-
li pocatecni stav obsazen a koncovy prazdny. Jeden ze stavii mize byt
i volny elektron odlétajici od atomu nebo naopak prilétajici k nému.

Odhadneme velikost prvniho ¢lenu interakéniho Hamiltonianu. Bu-
deme uvazovat pouze elektromagnetické viny s energii fotonu srovna-
telnou s vazebnou energii elektront hwgq ~ Ej.

Nejvétsi vazebna energie elektronu u jadra s ndbojem — Ze je zhruba
E ~ Z?Ry, kde Rydbergova energie je Ry = % =2.1810718 J =
13.6 eV. Pro atomova ¢isla Z = 1 — 200 dostaneme rozmezi energii
E ~ 10eV — 100keV ~ 10718 — 107 J.

Vazebnym energiim odpovida velikost vinového vektoru v rozmeszi

g="3 ~ % ~ 10% — 102 m~!. Charakteristickou délku 1/q srovname
C C

s polomérem vlnové funkce a = ag/Z, kde ay = 477:@@2 = 53100" m

je Bohrtiv polomér. Pro Z = 200 je a ~ 107!3 zatimco 1/q ~ 10712,
Pro Z = 1jea ~ 1071% a 1/qg ~ 107%. V obou meznich ptipadech
je 1/q > a. Uvazovali jsme maximdalni vazebné energie. Pro malé

energie elektronovych prechodii ve vazebné slupce je tato nerovnost
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jesté ostrejsi.

Nerovnost 1/q > a znamen4, ze vektorovy potenciél se v prostoru
méni pomalu ve srovnani s vlnovymi funkcemi elektronii. Pro kazdy
atom zvlast pak mizeme hodnotu vektorového potencidlu nahradit
hodnotou v poloze jeho jadra, A(r) ~ A(R). Nyni mizeme vektorovy
potencial vytknout pred integraci po elektronovych souradnicich,

h
H=YeAR) Y | dr 0t V\If _ZA( )Jr, (61
R ¥ okoli R
kde T
Jp=eY [ drui o, (62)
m

¥ okoli R
je integral proudu v okoli jednoho atomu v bodu R. V praxi tuto
integraci provedeme jako nekonec¢ny integral s jedinym atomem v sys-
tému.
Integral elektrického proudu v okoli jednoho atomu lze vyjadrit
pres atomarni dipol. V klasické fyzice se dipdlové zareni odvozuje

Vv e

z relatwmho pohybu tez1st kladneho a zaporneho naboje. Pro atom

VvV oeNv

tézisté elektronového naboje je

t=eY [ dr¥lry, (63)
% okoli R
Pro neutralni atom miizeme operator dipolu zapsat jako
d=eY [ dr¥} (r-R) V. (64)
% okoli R

Protoze V2(r — R) — (r — R)V? = 2V, je operator proudu tmérny
komutatoru dipdlu s Hamiltoniénem

J=—(Hd-dH,). (65)

th (

Vyjadreni operatoru proudu pres komutator dipélu s Hamiltonia-
nem dovoluje vypocet interakce s atomy, jejichz dipdl a energie jednot-
livych stavil jsou experimentalné stanoveny. Uvazujme prechod mezi
stavy a a b o energiich E, a Ej. Dipdl tohoto prechodu dg;, = (¢, |d|1p)
necht je znam. Potom elektricky proud spojeny s timto prechodem je

E, — E,

Jab = - <wa\(H d —dH,) |vy) = Tdab. (66)
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Pouzili jsme H,|vy) = Epli) a podobné pro a.

Ctenaf si mozné polozil otazku, pro¢ interakéni Hamiltonidn obsa-
i?nv ]
alu je pouze pricny proud jy. V interakénim Hamiltonianu je to jedno
a lze psat bud j nebo jr podle pohodli. Interakéni energie podélného
proudu s vektorovym potencidlem je totiz v Coulombické kalibraci

huje aplny proud j = e¥] s, kdyz zdrojem vektorového potenci-

nulova,
[dr Aju=—¢ [dr AVOp = ¢ [ dr 0i¢ VA = 0. (67)

Pouzili jsme integraci po c¢astech a kalibra¢ni podminku.

Ve vsech uvazovanych problémech se omezime na atomy s malym
poctem hladin. Interakci budeme popisovat v ramci dipdélového pri-
bliZeni.

4 Cisté stavy volného elektromagnetického pole

Na rozdil od klasické fyziky, operatory A, E a B neurcuji hodnoty
poli, pouze poskytuji navod, jak tyto hodnoty zjistit z vlnové funkce
systému W. V Diracové bra-ketové symbolice je napriklad stredni hod-
nota elektrického pole
Er = (V[Eq[¥). (68)

Abychom dokézali takovéto stredni hodnoty pocitat, musime si upres-
nit vlnovou funkci a jak na ni ptisobi kreacni a anihila¢ni operatory.

Pouzijeme vlnovou funkci, jejimiz souradnicemi jsou amplitudy vek-
torového potencidlu v jednotlivy’ch modech®

T{A) = 0(..., Ayg,...). (69)

VInova funkce mé nekonec¢né mnoho argumentii, nebot elektromagne-
tické pole ma nekonec¢né stupnu volnosti odpovidajicich nekonec¢nému
poctu modu.

6P¥ipomefime si, jak je systém popsan vinovou funkei u jednoduchych systémi. Klasicky je jedna &astice popsana
svoji polohou v prostoru, tedy soufadnici R, a hybosti Q. Kvantové potfebujeme znat vinovou funkci ¢ a klasicky
chépanou polohu & hybnost &4stice dokdZeme urtit pouze jako st¥edni hodnotu R = (¢|R|¢) a Q = (¥|Q|v).

Vlnovou funkei 1ze vyjad¥it v riiznych representacich. Vezméme si obvyklou funkei souradnice »(R) = (R|¢). V R-
representaci je pisobeni operdtoru R na vinovou funkci rovno hodnot& souradnice, ROPt(RSOUT) = RSOUfyp(RSOUT),
Kdybychom byli disledni v notaci, museli bychom pro operatory a soufadnice pouzivat jiné znacky, coz by cely
zapis zkomplikovalo. V&Fim, Ze dokdzete v rovnici R = (¢ |R|¢) = f dR |¢(R)|? R poznat, 7e v Diracové zavorce
je operétor, zatimco pod integrilem je ¢iselnd hodnota soufadnice.

Operator hybnosti v souradnicové representaci je umérny gradientu Q = —ih% = —ihV. Potom v R-repre-
sentaci dostaneme Q = (¢¥|Q|¢) = de’lZ)(R)(*ihV)’l/}(R), kde (R) je komplexn& sduZena k ¢(R).

Argumentem vinové funkce je veli¢ina, pro kterou jsme stanovili komutac¢ni pravidla. Pro svétlo tedy kvantova
vinové funkce nezavisi na souradnici, ale na amplituddch modi.
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V klasickém popisu je také nekonecné modi, ale to prilis nevadi,
protoze se zabyvame jen témi mody, které se aktivné tcastni studo-
vanych procesii. Toto oddéleni aktivnich a pasivnich proménnych je
nutno provést i pri kvantovém popisu. Abychom této délbé rozuméli,
podivejme se na vlnovou funkci prostoru, kde neni zadny foton. Kla-
sicky tento stav odpovida nulovému elektromagnetickému poli, takze
vSechny proménné jsou pasivni.

4.1 Elektromagnetické vakuum

Predpokladejme, ze prostor je iplné prazdny bez elektromagnetickych
kvant. Takovému stavu budeme kratce rikat vakuum a jeho vinovou
funkci oznacime |@).

Energie vakua je nulova, takze

(Q|Hp|0) = Az fiwg (Dalqar| D) = 0. (70)
q

Protoze funkce a)|0) a <@|a:'\q jsou Hermitovsky sdruzené, je jejich
skalarni soucin nezdporny <@|a§qa>\q\@> = |axg|@)° > 0. Podminku
nulové energie vakua lze tedy splnit pouze kdyz

axg|9) =0 neboli (@\axq =0 (71)

pro vSechny mody Aq.
Z rovnice (71) lze spocitat vlnovou funkci vakua v representaci am-
plitud vektorového potencialu ¥y({A}) = ({A}|@). Podle (32) je ani-

hila¢ni operator roven

€W o1
Da =\ op (Am + ZIQ*“*> - (72)
q

Opét jsme narazili na michani dvou Fourierovskych slozek. Musime
resit mody Aq a A —q soucasné. Misto rovnice (71) a sdruzené rovnice
ar—q|D) = 0, budeme hledat vlnovou funkei z ekvivalentnich rovnic

({4} (arg + ax-q)[9) = 0, ({A}i(arg — ax-q)|9) = 0. (73)
V rovnicich (73) se potencidly vyskytuji v kombinacich
r = A/\q—I—A/\_q = 2Re A)\q, Yy = —i(A/\q—A)\_q) = QImA/\q. (74)

21



Abychom ziskali differencidlni rovnice pro vlnovou funkci, vyjad-
fime operator kanonického impulzu v reprezentaci vektorového po-
tencialu,

Qrg = —ihaj/\q. (75)
Linedrnim kombinacim impulzt z rovnic (72) odpovidaji derivace’
., 0 0
@Qaq + @a—q = —2ih_, Qrg — @Qr—q = —Qha—y (76)
V proménnych z a y rovnice (73) znéji
(62:}; 8(9 ) \I’Aiq 0, (65;; a@ ) \I’/\i-q 0. (77)
Normovatelné reseni rovnic je Gaussova funkce
\kaiq = Z e ) = 7 o~ Il (78)
kde norma Z = —* je stanovena vzhledem k integraci pres obé am-

plitudy, 1 = dee A,\qumA,\q 8L %

Reseni (78) piedstavuje zévislost vlnové funkce na amplitudach po-
tencialu ve dvou sdruzenych modech. Dalsi mody jsou nezavislé, takze
vlnova funkce je v jejich proménnych separabilni. Reseni (78) tedy
miuzeme piimo zobecnit pro vSechny mody

B({AD) = [T By =ex0 |- (Gotlang? ~ 31 20)] (r9
Atq Aq 7Th
Proti (78) obsahuje argument vyrazu (79) faktor 1/2. Ten kompensuje
skutecnost, ze v sumé argumentu (79) se kazda dvojice stavi A + q
objevi dvakrat, nebot suma obsahuje q i —q.
Vinova funkce ukazuje, ze amplitudy potencidli jsou rozdéleny ko-
lem nuly stejné jako souradnice klidovych oscilatori. Toto rozdéleni
amplitud se nékdy nazyva kvantové fluktuace pole.

7

R or O oy 0 R 0 .0
Qxg = —ih —+ — | =—in(——i—),
0Axq 0 0A\q Oy or oy
0 0 0 0
@ = i (gL O (2.
0Ax_q Oz  O0AxN_q Oy ox oy
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Prestoze amplitudy vektorového potencialu nabyvaji nenulovych
hodnot s pravdépodobnosti danou kvadratem vinové funkce, klasické
hodnoty poli jsou ve vakuu nulové. Skutec¢né, podle podminky (71)
je (@\ah\@) = 01 (D]arq|D) = 0 pro vSechny mody, takze vSechny
stfedni hodnoty vymizi, napt. &1 = (O|Er|?) = 0.

4.2 Stavy s jednim fotonem

Nejjednodusi excitované stavy systému jsou stavy s jednim fotonem.
Vinovou funkci téchto stavi ziskdme piisobenim krea¢niho operatoru

na vakuum,®

L) = a}ql0). (80)

Energie stavu s jednim fotonem je hiwg, jak se presvéd¢ime ze Schro-
dingerovy rovnice

HT‘1Aq> = HTaJ/r\q‘®> = air\q (Hr + hwq) D) = hwqair\q|@> = hwq‘lkq>-

(81)

Pti tipravé jsme pouzili nulovou energii vakua Hr|@) = 0 a komutator
krea¢niho operatoru s Hamiltonianem?

HTai'\q = af\q (Hr + hwy) - (82)

4.3 Stavy s ostrym poctem fotonu

Pokud je vybrany mod Aq vybuzen na Ny, -tou hladinu, neboli je
obsazen N,q fotony, jeho vinova funkce je!”

1 Nq
Mg = = kg™ 10). (83)
q-

87e je vinové funkce aiq\@) spravng normovana (@\akqa§q|®> = 1 ukdZeme tfeba tak, ze dosadime komutator

axqaiq = a;qaxq + 1, pouZijeme a,k|@) = 0 a normu vakuového stavu (Q|@) = 1.

9Komutator (82) spodteme pomoci komuta¢nich relaci (35),

HTa;q = Z hwkalka#ka;q = Z hwkalk (a;qauk + 6uk>\q) = Zhwk (a;qalka#k + a;q%kxq)
rk rk rwk
— T t — t
= akq Z hwi (auka#k + 6/,LkAq) = aAq (HT -+ hwk)
rk
N N Nag—1 N
10Norma (Nyq|Nrq) = 1 se dokdZe postupnym uplaténim komutaci, ahiqa;qkq = ak(:q a;qkqakq +
Nag—=1 tNxg— s , T . N N
NAan;q la;q“‘ ' Prvni &len nepiispivé, nebof axq|@) = 0. Ukdzali jsme tedy, Zze ahiqa;qkﬂ(b} =
Nyg— Nyg— N N
NAququ la;q“‘ 1\@). Opakovanim kroku najdeme axgqa;q“‘@) = N»q!|D).
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Opakovanym pouzitim komutéatoru (82) ukazeme, ze energie je rovna
energetickému kvantu vynasobenému poctem foton,

HT‘NAq> = quhwq‘NAq>- (84)

Nyni dokazeme sestrojit libovolny stav s ostrym poctem fotont.
Zname-li pocty fotont v jednotlivych modech, {N} = ..., Ny, ..,
pak vlnova funkce je

V) = (y J% aii?“) 0). (85)

Energie slozeného stavu je soucet energetickych kvant pres vSechny
fotony,

Hrl|{N}) = ;quhwq\{N}>- (86)

Stavy s ostrym poc¢tem fotontd nejsou vhodné pro popis poli, u nichz
dokézeme meérit velikost bud elektrického nebo magnetického pole.
Meérené hodnoty poli jsou strednimi hodnotami operatort poli, jak je
popisuje rovnice (68) pro elektrické pole. StFedni hodnota elektrického
pole pro stavy s ostrym poctem fotont je vzdy nulova,

Er(r) = {N}Er(r){N})
_ hw
= —IE S Ml (Bea(raly — Da(®)arg) V)
= 0. (87)
Nulova hodnota elektrického pole plyne z ortogonality stavii s riznym
poctem fotont, (Nyq|(N+1)yrq) = 0, neboli (N,\q\ai\q\N,\Q = 0. Vztah

(Naglarg|Naq) = 0 je Hermitovsky sdruzeny. Podobné lze dokazat
i nulovou stredni hodnotu magnetického pole.

4.4 Nestacionarni stavy

Pro radiové vlny, coz je elektromagnetické pole s nizkymi frekvencemi,
je elektrické i magnetické pole presné méritelné. Takové viny nelze
popsat jako Cisty stav ostrého poctu fotonu.

Podle Maxwellovych rovnic se elektrické pole vilny méni v case.
Stavy s ostrym poctem c¢astic jsou vlastni stavy Hamiltonianu a jsou
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tedy stacionarni. Pro popis casové zavislych poli musime pouzit vinové
funkce, které nepredstavuji vlastni stavy Hamiltonidnu. Jinymi slovy,
musime hledat vlnové funkce, které jsou linearni kombinaci vlastnich
stavi s riznymi energiemi.

Nejjednodussi linearni kombinaci je soucet dvou sousednich vybu-
zenych stavi jednoho modu,

(W) = en[Nag) + en-1|(N=1)xq)- (88)

Elektrické pole v tomto kvantovém stavu je skutecné nenulové

&x(r) = (V[Er(r)[¥)

= —4 @(c]v(]v/\q‘ + en_1((N-1 )Aq|>

% (B-q(t)afq — Bra(r)arg) (en]Nag) + 1l (V-1)q))
— O e (Vi (VD

. hwg
+i f1q(r)y ?CN 16N ((N—1)xqlarg| Nag)

Nyghw
- W (chN 1 fa—q(r) — Cn-10n qu(r)>. (89)

Podobné dosazenim do rovnice (38) nalezneme nenulové magnetické
pole B(r) = ([B(r)|¥)

Nygh ./_ _
B(I‘) = — Ad 2<CNCN_1 q X f/\_q(r) — CN-1CNQqQ X f/\q(I‘)). (90)

2€wq

Podivejme se, jak velkou energii bychom prisoudili tomuto stavu,
pokud bychom zmérili elektrické i magnetické pole a spocetli energii
podle klasického vztahu (16),

M = [ dr EnrjEns) + i [ dr B)B()

= 2 —— q" 2|en-
2 26 ‘CN 1| ‘CN‘ 2,“ 2€wq q |CN 1‘ |CN|
= N)\qhwq ‘CN_1|2‘CN‘2. (91)

Z normy vlnové funkce (¥|W¥) = 1 plyne normaliza¢ni podminka pro
koeficienty vlnové funkce |cy_1|> + |en|? = 1. Jejich soudin je vizdy
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mensi nez jedna ¢tvrtina, [ex_1]*en|? < §, nebot funkce a = z(1 — z)
ma maximum a = i pro r = %

Nasli jsme tedy, ze pro vlnovou funkci (88) je klasicky spoctend
energie elektromagnetického pole mensi nez ctvrtina kvantové hod-
noty. Z experimentu s radiovymi vlnami je znamo, Ze energie pre-
nasena vlnou je dostatecné presné popsana klasickou hodnotou. Je
ziejmé, 7ze vlnova funkce (88) sice poskytuje nenulova pole, ale nepo-

pisuje spravné viny typu radiovych vin.

5 Koherentni stavy

Jednoduchd konstrukce vlnové funkce (88) neni vhodna pro pole, které
dokazeme natolik presné promeérit ¢i pripravit, ze je lze popsat kla-
sickou elektrodynamikou. Nezbyva nam, nez presné sformulovat, co
musi klasické pole splnovat a z této podminky vlnovou funkci najit.

5.1 Kvantova a klasicka energie

Vyjdeme opét z energie. Vsechny dosud uvazované vlnové funkce meéli
kvantovou energii vyssi nez klasicky spoc¢tenou hodnotu. Dokazeme,
ze klasicky spoctena energie musi byt mensi nebo rovna kvantové hod-
note.

Predpokladejme libovolny stav |¢). Jako |¢') oznaCime vSechny
stavy kolmé na [i), takze relace tplnosti je 1 = [¢) (| + X' |¢") ().
Suma Y’ probihéd podprostor stavi kolmych na [¢).

Vlozime relaci uplnosti mezi operatory pole,

WIEr(0)Er(r)[¢) = @[Er(r)([¥) ]+ X[ W ) Er(r))
= WEr(@)[v)? + X | Erx))*.  (92)

Posledni ¢len je nezaporny, takze stfedni hodnota kvadratu pole (kvan-
tova energie) je vzdy vétsi nebo rovna kvadratu stfednich hodnot (kla-
sickd energie). Totéz plati i pro magnetické pole, takze Feceno opacné
— klasicky spoctend energie je mensi nebo rovna kvantové hodnoteé.
Jednim z prispévki. které odlisuji kvanotovou a klasickou stredni
hodnotu kvadratu pole je energie nulovych kmiti. Tohoto prispévku
se zbavime, kdyz operatory ve stfedni hodnoté usporadame tak, aby
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kreacni lezely nalevo od anihilacnich. Tomu se rikd normalni uspora-
dani. Pro jednoduchost si toto usporadani zavedeme ptrimo pro pole.
Rozlozime elektrické pole na kreacni a anihilac¢ni slozku,

Er = E$ +E7, (93)
kde
) hw
BEr) =i | o fg(rarg (94)
Aq €
a
_ ) hw
Br(r) = —i % | fyy(r)aly (95)
Aq €

Je zjevné, ze operatory jsou vzajemné sdruzené, (E*T’)Jr = E7.
Stfedni hodnota kvadratu (92) vyjadrena pres kra¢ni a anihila¢ni
slozky je

(Y|Er(r)Ex(r)[y) = (4] (Ef(r) +Ex(r)) (Bf(r) + Ex(r)) [¢)
= (Y[Ep(r)ET(r)[) + (Y[Ep(r)Eq(r)|4)

+ (YEp(r)E(r)[) + (Y|Ep(r)Eq(r)[e).
(96)
Pouze posledni ma kreac¢ni opratory vpravo od operatort anihilac-
nich a muze byt nenulovy i pro stavy bez fotonti. Abychom vakuové

prispévky odstranili, definujeme normalni stredni hodnotu

] Ex(r)Er(r) : [¢¥) = (J|Ep(r)Ep(r)[¢) + (Y|Ep(r)Eqp(r)[)
+ (Y[Ep(r)EL(r)[) + (Y[Ep(r)Eq(r)[4).
(97)
Kvantova energie bez vakuovych prispévki je dana normalnimi stred-
nimi hodnotami.

Pokud chceme, aby se klasicky spoctena energie rovnala kvantové
hodnoté, musime najit takovou vlnovou funkci, aby pro kazdé |¢),
pro néz (Y'|¢) = 0, platilo bud

(WED(r)[Y) =0  nebo  (Y|Ep(r)ly)=0.  (98)

Soucasné pozadujeme
(WB™(r)[¢) =0  mebo  (¥'B¥(r)]y)=0.  (99)

27



5.2 Vlastni stav anihila¢niho operatoru

Rovnice (98) a (99) splauji vinové funkce |¢)) = |anq), které ptisobe-
nim anihila¢niho operatoru zmeéni pouze fazovy faktor a normu,

arq|rg) = Qrglaing) neboli <0‘>\q|aAq (anglarg-  (100)

Kvantovému stavu popsanému vinovou funkci |ayq) se fikd koherentni
stav.

Z rovnice (100) sestrojime vlnovou funkci koherentniho stavu. Na-
piSme si ji v bazi vlastnich stavi,

g) = X en alq |9). (101)
N=0

Dosadime (101) do levé stravy rovnice (100)

= N S N1
a/\Q|a)\Q> = Z CN Axq)\q ‘®> = Z N ey A\g |®> (102)
N=0 N=0

Pouzili jsme akqayg = aJ&](\lfaAq + N aJ&](\lf_l a plsobeni anihila¢niho ope-
ratoru na vakuum ayq|®) = 0. Rozvoj (102) pfedstavuje levou stranu
(100). Na pravé strané (100) jsou koeficienty cy pouze vynasobeny
konstantou «)q. Srovnanim koeficienti pro (N — 1)-fotonovy piispé-
vek na obou stranach najdeme

NCN = )\qCN-1, coz Tesl CN — —d (103)

kde ¢y je nulty ¢len a soucasné normovaci konstanta. Suma (101) s
koeficienty (103) ma soucet

TN

©  (apg@

‘O[/\q> = Z % ‘@> = ea}\qa;q ‘@> (104)
N=0 -

Jesté spocteme normu ¢,
N
_ _ g Vg 5 N N
1= <aAQ‘aAQ> - COCO ]2\; N' N' <®‘a)\qa/\q ‘®>

_ (Grq@rq)™
= CyCo Z qN!q
= CpCp ea®ia (105)
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. 7 7 v _15 7 ’
Pro jednoduchost bereme ¢y redlné, takze cy = e 2*a%a, Vysledna

vlnova funkce koherentniho stavu je
Qrg) = e3P a |0), (106)

VInové funkce dvou koherentnich stavii o riiznych vlastnich ¢islech
g 7 Brq Da sebe nejsou kolmé.!! Projekce stavu (106) na jiny stav
(Brg] = (O] e~ 2raPrathatna je royna

(Bralong) = e Hemathadia) ()] ohatagatia |0)
—1(a +B3a5ra) Bhq e M _iN
= e z\MaMaTMaMa MXJ:V ﬁ?ﬁ@\%&h&@
] 3 N
— e—%(dxqaxq+ﬁxqﬁkq) Z —(ﬁ/\qa)\q)
N N!
— e_%(o_é)\qa/\q'i-ﬂ_)\qﬂ)\q) eB)\quq
o3 (loxa=Bral*+i(Ara@ra—rabra) ) - (107)
Piekryv vlnovych funkei |(Brglong)|” = e~lma=Aal” Kklesa exponen-

cielné s kvadratem vzdalenosti vlastnich c¢isel v komplexni rovineé.
Z vyrazu (107) je ziejmé, Ze koherentni stavy netvori ortonormalni
basi v Hilbertové prostoru. To trochu ztézuje jejich pouziti, protoze
nemuzeme rozkladat vlnové funkce do koherentnich stavii pouhym
vloZenim relace tplnosti (rozklad operatorové jednicky v zadané basi)
do skalarnich nebo maticovych soucin.

5.3 Operator posuvu

Nakonec si koherentni stav prepiSeme do casto uzivaného tvaru. Za
tim Ucelem vlozime pred ket vakua operator, ktery na néj ptisobi
stejné jako identita, e’a |@) = |(), takze
. t
ang) = €72 atla |0)
— e—%dxqaxq eaxqalq ePtra |@>

_ e_%qua)‘q e—%ﬂa)‘q e(axqa;q-kﬂaxq) ‘®> (108)

1pro Hermitovsky operator A = AT je kolmost dvou vlastnich stavii s riiznymi vlastnimi &sly nutna, nebot z
Ala) = ala) sdruZzenosti plyne (a|A = (a]a. Potom (8|A|a) = a(B|a), ale i (B|A|a) = B{B|a). Pro a # ( lze oba
vztahy splnit jen kdyz (8|a) = 0. Tento dikaz nelze pouZit pro vlastni stavy anihila¢niho operdtoru, protoze ten
neni Hermitovsky, a # af.
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Pti Gpravé jsme pouzili identitu!?

A8 = et B o340 (109)

a komutéator [aiq, arg] = —1. Volbou f = —a)q zjednodusime vyraz
pro koherentni stav na

ang) = el®ata=atia) |0) (110)

Podle vyrazu (110) vzniké koherentni stav puisobenim operatoru
D, = elaa'-aa) (111)

na vakuum. Tento operdtor je unitarni, nebot argument aa' — aa je
anti-hermitovsky operator. Operator D, se nazyva operator posuvu,
nebot

DiaD,=a+a a  DlaD,=d +a. (112)

Ctenéf si mtize vyzkouset, ze operatory D a identitu (109) lze vyhodné
pouzit tfeba pro vypocet skaldrniho soucinu (107).

12pro ditkaz této identity zavedeme operator U, = eA+7B, Zjevnd Uy = e? a U; = eA+B_ Pro d <€ 1 je

o] 0 n—1

1 1
Urs = ZE(AJFTBJF&B Zn—A-i-TB -I—Zn'ZA—l—TB)n 1=m §B (A +7B)™
n=0 n=0 m=0
- UT+Z ZAJrTB” 153+Z Zm A+7B)""% 6B, A+ 7B
1
= U,.-}-Z—n (A+TB)"~ 163-;—2 nin — (A+7B)""% [6B, A+ 7B]

1
— U, 4+U, 6B+ U, 5 6B, A+ B = U, (1+55’+55 [B,A}).

Rozlozili jsme exponentu do fady a zachovali ¢leny do prvniho Fadu v . Nulty Fad je trividlni. V prvnim fadu
prokomutujeme operdtory d B napravo. Komutator [§ B, A+7 B] je &islo, které mtzeme vytknout za souin operatorii.
Je-li § B na m-té pozici zprava, dostaneme pieusporadiddnim m komutatord.
Pro § = 1/N vyjadiime U, = U0+L+L+ 1L kde malé oprava je pridana N-krat,
D i

vt (14 (4} ma))) "

V limité nekone¢né mnoha krokti, N — oo, prechdzi mocnina na exponentu
1
Uy = Uy eB+2[B,A]’

neboli .
eA+B _ oA (B+3[B,A]
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5.4 Vztah koherentniho stavu a klasického pole

Pozorovatelna hodnota elektrického pole odpovidajici koherentnimu
stavu (100) je

&r(r) = (ang|Er(r)|ang)

.| Awg
= =\ (o (Bi-a(r) ahq = Bra(r) axq) lorg)
= i g (1) fag — (1) ong). (113)

Podobné muzeme vyhodnotit i magnetické pole.

Vzhledem k tomu, Ze elektrické pole osciluje s frekvenci wq = cg,
musi se ménit i koherentni stav. Casovou zavislost koherentniho stavu
spocteme z evoluc¢niho operatoru

_;1
laxg)t = e i [3Y)
e—ilHTt e—%dxqaxq eaxqa;q |®>

e 2a>\qa>\q eakqa;qe_wqt e_l LHrt ‘®>

= Jarqe~ Mqt}. (114)

Nejprve jsme vybrali pocatecni podminku tim, zZe jsme ztotoznili po-
¢atecni stav v Case t = 0 se stavem |a)q). Hamiltonidn nezavisi na
Case, takze evoluc¢ni operator je jednoduchou exponentou s Hamil-
tonanu nasobené¢ho casem. Dalsi vyhodnoceni vyrazu pouziva roz-
pis koherentniho stavu do base stavi s ostrym poctem fotoni a ko-
mutaci krea¢niho operatoru s Hamiltonidnem (82), ze které plyne
e_i%HTtaJ&q = aiqe_i%(HT+wq)t = aiqe_iwqte_i%HTt. Fazovy faktor, ktery
doprovazi anihila¢ni operator, pridruzime k vlastnimu ¢islu. Nakonec
pouzijeme Hp|@) = 0, takze e '#11|()) = |0).
Casové zavisla pozorovatelnd hodnota elektrického pole tedy je

hwq

Er(r,t) = 5

(Fr—q(r) ange™™ — frq(r) ange ™). (115)

Vynasobime-li (115) funkci fy_q4(r) a integrujeme pres objem, na-
jdeme, Ze hodnoty a)q jsou tmérné Fourierovskym koeficienttim elek-
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trického pole,

h : :
Exg = — 1y 2&:‘ (@r—qe™a" — arge ™). (116)

Tento vztah nam dovoluje priradit vlastni ¢isla k Fourierovskym sloz-
kam elektrického pole. Pro prirazeni je nutné znat i casovou zavislost
pole. Jesté pohodlnéjsi je prirazeni k potencialu

h

Are, =
A 2€wq

(O—[/\_qeiwqt + a/\qe—iwqt) . (117)

ViInovou funkci systému, jehoz klasicka a kvantova energie jsou si
rovny, muzeme tedy primo vyjadrit z Fourierovych slozek elektrického
pole. Tyto stavy jsou vhodné pro popis elektromagnetického zareni,
které je témeér klasické.

5.5 A-representace koherentniho stavu

Podivejme se, jak koherentni stav vypada v A-representaci, kdy am-
plituda vektorového potencialu hraje tilohu souradnice harmonického
oscilatoru.

Kvantovy stav najdeme ze Schrodingerovych rovnic

(akq - O‘/\q)‘o‘/\q> =0, a/\—q|a>\q> =0, (118)
které muzeme prepsat na
(argtar—q—rg)|arng) = 0, i(arg —ar—q—aq)|rg) = 0. (119)

Vyjadrime-li tyto rovnice pomoci proménnych x a y, najdeme, ze di-
ferencidlni rovnice jsou totozné s rovnicemi (77), pokud zaménime z

2h 2h
! I — | — . 120
=z - quq a Yy =yt . qO‘Aq (120)

Vlnové funkce v téchto proménnych!?

ay za

T EWq a2 e
<{A}‘O‘/\q> = \Ij/\;q = ﬁe i (27 +y")
_ euj—q _6‘;;1 (A)\q_ %Oé)\q)A)\,q 121
wh © (121)
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ma ocekavany tvar. Maximum amplitudy vektorového potencialu je
posunuto na pozorovatelnou hodnotu. Koherentni stav je rozmazan
kolem mérené hodnoty stejnym zpiisobem jako vakuovy stav kolem
nuly.

6 Stlacené stavy

Pti zavadéni koherentnich stavi jsme hledali kvantovy stav, jehoz
kvadrat elektrického pole ma pouze nutné fluktuace dané fluktuacemi
pole ve vakuovém stavu. V rozkladu do amplitud najdeme fluktuace

AER(r) = (a[E}(r)|a) —|(a|Ex(r)a)

hw
= 3 f)\q(r)f/\_q(r)2—q
Aq €
hwq
= 2 Z 296 (122)

Prispévek jednoho modu k ﬂuktuamm pole v koherentnim stavu je
tedy hwq/2(2e.

Je mozné najit stavy s jesté nizsimi fluktuacemi elektrického pole.
Témto stavim se 1ika (sqeezed states) stlacené stavy.

6.1 Stlacdené vakuum

Pro vybraby mod Aq zavedeme operator stlaceni

Sp = ex¢@ =3¢ (123)
kde ¢ = s € je komplexni parametr stlaceni. Tento operator je uni-
tarni, nebot Sg = S_, takze 8284 = 1. Indexy modu pro jednoduchost
nepiseme.

Bez diikazu uvadime, ze stav vznikly ptisobenim operatoru stlaceni
na vakuum maé rozklad do vlastnich stavi Hamiltonianu

Q) = SclD) =

Mz (n-) <—%ei’9ths>n|2n>. (124)

- T\ ew
| 2h
= 4 (Akq — aakq> A)\,q.

Pouzili jsme definice z a y dané rovnicemi (74).
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Tento stav se nazyva stlacené vakuum.
Rozklad (124) nebudeme potfebovat. K vyhodnoceni pozorovatel-
nych veli¢in budeme pouzivat operatorovou identitu'*

1
e 4Be! = B+[B, Al + o (B AL AL+ (125)
Oznacime fJCB = [B, %gtaQ — %Caﬁ]. Primou komutaci najdeme, ze
pusobeni [:C zaménuje kreacni a anihila¢ni operatory,
Lea = —(a' Leat = —Ca. (126)

Tento jednoduchy cyklicky vztah dovoluje vyhodnotit libovolny rad
komutatoru. Pro sudé rady plati

f/g"a =("("a=5"a (127)
a pro liché rady
L2n+1 Cn+1<n T ei1982n+1 CLT. (128)

Kazdou operaci musime rozlozit na sudé a liché ¢leny, které vyhodno-
time oddélené. Plisobeni na anihilaéni operator je!®

SZaSC = eiCa

0 .00 1
i 2n+1 7
"a—e — a
2::0 ) nz::o (2n+ 1)!
= chs a — e¢"shs a. (129)

Komplexnim sdruzenim nebo obdobou provedenych tprav najdeme
SgaTSC = chs a' — e shs a. (130)
140znatime LB = [B, A], neboli [[B, A], A] = L2B. Potom z rozkladu n-tého komutatoru do binomickych &sel,

v mi:o () Ba e (1) - m!(nni m)

plyne, Ze pravé strana (125) je rovna levé,

Z LB = Z Z it o ,lm)!Anim = %“A)m By %Aj = e A Bet.

n=0 m=0 m=0 =0

5Pouziva zkracené znadeni hyperbolickych funkci
eS — e~ S eS e S
shs =
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Nyni se mizeme podivat na pozorovatelné. Stredni hodnota elek-
trického pole ve stlaceném vakuu je nutné nulova, nebot stlaceni méni
pouze sudé vlastni stavy, viz (124), zatimco pole vyZzaduje elementy
mezi sudymi a lichymi stavy. Jelikoz jsme rozklad (124) nedokézali,
snadno se presvédc¢ime o nulovém poli primym dosazenim,

(CIETIQ) = (OIS[ErS|0)

g
N e (fA (0[Sta} 5./0) — qu(@\Sga,\qu@))

| hwq i
_ ;(ﬂ a (chs (Olaly|0) — ¢ shs(Dlarg|0) )
— f1q (chs (Olasg|0) - emshs<@|a§q\@>)>
— 0. (131)

Stlaceni vakua nezméni stredni hodnotu pole, ale projevi se jiz na
jeho fluktuacich. Vypocet je zdlouhavy, ale primocary

AEL(r) = (B} (r)|¢) — [(¢/Ex(r)[¢)]
= (¢|EZ(1)[¢)
= (O|S{Er(r)S S[Et(r)S:|D)
 hwg

_ <@|<fA JSlals, —f)\qSCaS<> 1)

hwq

= - <@|<f,\ q <Ch8 a\, — e "’shs a,\q>

. 2
— g (chs (rq — €"shs aiqD) D)
Fiwg

= . (@\am(f,\ q€ shs—l—f}\qchs)

X (f/\_qchs + f,\qe_wshs> a§q|@>

h .
— qu (f \oq€ Ushs + f,\qchs> (f,\_qchs + f,\qe_mshs>

€

h
= 2;02(1 (ChQS + e ?"sh?s + 2cosqr e mshschs) (132)
€

Prvni radek je definice. Ve druhém radku vyuzivame, ze stredni hod-
nota pole je nulova. Ve tretim radku dosazujeme stlaceny stav a
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mezi operatory pole vkladame jednicku SCSg = 1. Ve ¢tvrtém radku
dosujeme rozklad pole do modu (zde pouze jeden mod). V patém
radku je provedena transformace kreac¢nich a anihilacnich operatori
podle (129) a (130). V Sestém fadku jsou vylouceny nulové cleny
al@) = 0 a (Bla’ = 0. V sedmém tadku je vyhodnocen maticovy
element (@|aa’|@) = 1. V osmém tadku jsou dosazeny normované
viny.

S vyslednym tvarem fluktuace (132) si lze hrat pro rtzné hodnoty
parametri. Omezime se na pripad cosqr = —1 a ¥ = 0. Potom
AEZ%(r) = e72%, coz je méné nez fluktuace ve vakuu. Toto potlaceni je

vykoupeno naristem fluktuaci v sousednich bodech, kde cosqr = 1,
takze AE%4(r) = e%.

6.2 Stlaceny koherentni stav
Stlacené vakuum slouzi jako vychozi stav pro stlaceny koherentni stav,
|, ¢) = DaS¢|D). (133)

Rozklad tohoto stavu do stavii s ostrym poctem castic je timorneé
dlouhy a nebudeme ho ani uvadét.

Pro vypocty pozorovatelnych velicin opét poslouzi transformace
anihila¢niho operatoru

Sngé a DS = Sg(a + a)S¢ = chs a — e'Vshs a’ +a (134)
odvozend z (112) a (129), a sdruzeny vztah pro kreacni operétor
821)3 a' DoSe = Sg(aJr +a)Sc=chsa' —eshsa+a.  (135)

Z transformacnich vztahti snadno najdeme i Schrodingerovu rov-
nici pro vlnovou funkci. Zékladni rovnici pro vakuum a|@) = 0, vy-
nasobime transformacnimi operatory S¢Dqal®) = 0. Mezi anihila¢ni
operator a ket vlozime jednicku,

0 = S:D.aSIDI DS |D)
= S /D a8 (D_o|a,¢)
= (chs a+e"shs’ a +a) |, ). (136)
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Pouzili jsme definici stlaceného koherentniho stavu (133), a vztahy pro
inversni operatory, D! = D_, a Sg = S§_¢. Dalsi postup je obdobny vy-
poc¢tu vlnové funkce vakua. Rovnici (136) zleva promitneme na vektor
({A}| a dosadime krea¢ni a anihila¢ni operatory v A-representaci.!®

Stlacené koherentni stavy nejsou pouhou teoretickou hrickou, nebo
stavy pripravitelnymiza naro¢nych experimentalnich podminek. Vzni-
kaji sami ve velmi vykonnych laserech uzivanych v soucasnosti pro
kratkocasova méreni. Teoretické popisy kratkocasové odezvy tuto sku-
tecnost bohuzel témeér vzdy opomijeji.

7 SmiSené stavy volného elektromagnetického pole

Doposud jsem se zabyvali elektromagnetickym polem, jehoz hodnoty
zname natolik presné, ze mtizeme stanovit jeho vilnovou funkci. Jinymi
slovy, predpokladali jsme, ze o poli vime vSe. Takovy predpoklad je
vhodny pro radiové viny nebo svétlo velmi stabilniho laseru.

Vétsina zdrojh ale presné stanoveni elektromagnetického pole nedo-
voluje. Tepelné salani je smési nahodile vyzarenych vin o riznych vino-
vych ¢islech a polarizacich. Odrazem od povrchu kovu mizeme vybrat
jednu z polarizaci, ale svétlo ziistane smési vinovych cisel. Priichod
temnou trubickou vybere jen vlnova c¢isla v malém rozmezi sméri, ale
zistane smési frekvenci. Difrakci na mfizce (tfeba krystalu pro Roent-
genovy paprsky) vybereme velmi tizkou oblast vinovych ¢isel véetné
frekvenci, uzsi nez u svétla z laseru, ale prispévky jednotlivych modi
v této tizké oblasti maji nahodilé faze a jejich prispévky k pozoro-
vanému poli se vzajemné rusi. Nemame vyhrano ani kdyz dokazeme
vyfiltrovat jediny mod Aq, nebot jeho 1,2,..., N, .. .-fotonové stavy
maji obecné nahodilé faze.

Pokud je nase znalost pole zatizena neznalosti nékterého z parame-
tri, nezbyva nam, nez jej pokladat za nahodily a v teoretickych pred-
povédich se omezit na stfedni hodnoty méritelnych veli¢in. Predpokla-
dame, Ze vlnova funkce mize nabyt libovolné hodnoty |¥) s pravdépo-
dobnosti pg. Systém je s jistotou v néjakém stavu, takze Yy py = 1.

16Vypotet vinové funkce je vhodné cvideni, pii kterém si &tendi vyzkoudi jak posklidat Fadu st¥ipkt dosud
odvozovanych rovnic. I bez odvozeni je v8ak zjevné, Ze jak efektivni sourfadnice z, tak ji pfidruzeny impulz fiﬁ%
maji ve stlaeném stavu jiné koeficienty nez ve vakuu. Diky tomu odpovidaji stla¢ené stavy harmonickému oscildtoru
se zménénou tuhosti.
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Je-li néjaky stav |®) vyloucen, pak prosté pg = 0. Stfedni hodnota
meéritelné veliciny X je

X = %Z pu (Y| X|T). (137)

7.1 Matice hustoty

Soucet pres vSechny mozné stavy pole predstavuje znacné rozsahlou
sumu. [ pro diskrétni vinové vektory mame nekonecné modiu, kazdy
mod ma nekonec¢né stavili, a navic, libovolna linearni kombinace ze
dvou jiz zapoctenych stavi, |Z) = cg|V) + cp|P), predstavuje novy
stav. Pokud mame soucet (137) uspésné vyhodnotit, musime ho zjed-
nodusit.

Abychom se zbavili soucta pres vSechny mozné linearni kombinace
a mohli s¢itat pouze pres stavy baze, zavedeme tzv. matici hustoty

p=5 [Wou (v]. (138)

Stredni hodnota méritelné veliciny X je tedy formalné rovna stopé
(Trace) soucinu operatoru X s matici hustoty

X=Tr(pX)= > @lv)IX|o) = > pppXyp.  (139)
¥, pEbaze Y, pEDbaze
Jak je naznaceno, tuto stopu jiz muzeme vyhodnotit v libovolné bazi.
V dalsim budeme uvazovat pouze rozvoje do baze a nebudeme tuto
skutecnost u sum pripominat. Pii rozvoje do baze musime zapocist
i nediagonalni elementy matice hustoty.

7.2 Tepelné zaieni

Vsechny materialy salaji a jsou-li dostatecné horké je cast salaného
zareni ve viditelné oblasti. Podivejme se, jak popsat salané viny.

Jestlize je nami sledovana ¢ast prostoru obklopena télesy o stejné
teploté T — treba uvniti pece — zareni je v teplotni rovnovaze se svym
okolim a ma teplotni rozdéleni. Rovnovazné rozdéleni nezavisi na case,
takze je vhodné jej rozvijet do stacionarnich stavi, tedy vlastnich
stavi Hamiltonianu [{N}).
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Casova, zévislost vlastniho stavu je
{N}) = e 0V {N}), kde winy = 2 Naqwg.  (140)
Aq

Pro vlastni stavy Hamiltonianu se casova zavislost dana fazovym fak-
torem zrusi, |[{N};)({N}:| = [{N})({N}|. Pro kvantové stavy vzniklé
linearni kombinaci dvou nebo vice vlastnich stavi s riznymi energi-
emi Eyyy = hwyyy se Casova zavislost nezrusi.'” Linearni kombinace
stavi s rtiznou energii tedy nemohou prispivat ke stacionarni matici
hustoty. Diky tomuto omezeni je matice hustoty diagonalni v repre-
sentaci vlastnich stavi Hamiltonianu.

Podle Boltzmannova rozdéleni pravdépodobnost obsazeni stavu kle-
sa exponencielné s energii mérenou na skale teploty

Ern

{NYBHNY) = Z e ot . (141)

Protoze nediagonalni elementy jsou nulové, mizeme z Boltzmannova
rozdéleni sestrojit matici hustoty

. _Eny _ Hp e_'g_TT
p=2% [{N}e ®T{{N}=Ze " = ——7F~.  (142)
{N} Tr <e kBT>

Pouzili jsme, ze |{ N}) tvori tplnou bazi vlastnich stavi Hamiltonidnu,
Hr = Siny {N}) Erny({ N} Stopa ve jmenovateli poskytuje normu
Z, zjevné plati Trp = 1.

V teplotni rovnovaze jsou stfedni hodnoty elektrického a magnetic-
kého pole nulové, ET = Tr(pET) = 0 a B = Tr(pB) = 0. Podobné
jako u cistych stavi nulova pole plynou z nulovych poli vlastnich stava
Hamiltonianu ({ N} axq|{N}) = 0. Nenulova pole jsou mozna jen pro
stavy s nenulovymi nediagonalnimi elementy matice hustoty.

7.3 Energie tepelného zareni

Stredni hodnoty kvadrati elektrického a magnetického pole, a tedy
i stredni energie, jsou v teplotni rovnovaze nenulové. Jak znamo, ener-

17Tfeba funkce (88), |¥) = e~ iNwicy |N) 4 e iN—Dwtcy | |N — 1), ddva
D) We] = [enPINYN] + len 1IN = 1N = 1] + exen_re NN = 1] + exen_ 1o |N = 1)(N]
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gie tepelného zareni méla historicky vyznam a otevrela celou kvan-
tovou fyziku. Prepoctéme si tento stary problém modernim forma-
lizmem druhého kvantovani.

Hustota energie zareni je

HT =Tr (ﬁHT) = Z hqu)\q. (143)
Aq

Dosadili jsme Hamiltonidn (41), ¢imz jsme energii rozlozili do pri-
spévkl jednotlivych modia. Kazdy mod prispiva imérné strednimu
poctu fotont v modu

Naq = Tr (ﬁ aiqa)\q> : (144)

Spocteme stiedni pocet fotonti. P¥imo z definice (144) plyne!®

1 T
nyg = S Ir(e Tay arg

Z
1FI‘I. 1_ _H'I];J’_Z‘wq
= <a>\qe B a>\q>
_ sl o
= ETI‘ arge "B arg
EL 1 Hp
= o T (¢ W asal,
ﬁL 1 _Hr
— TZTr< kBTT(a;qa)\qﬁ—l))
hwq
= e BT (nyq+1). (145)

Z posledniho fadku (145) dostaneme, Ze stfedni pocet fotont je dan
Bose-Einsteinovym rozdélenim

1
Mg = . (146)

hw_q
efsT —1
Z Bose-Einsteinova rozdéleni dopocitdme hustotu energie (143).
Dosadime frekvenci wq = cq a nahradime sumu integralem. Ani frek-
vence ani stredni pocet fotont nezavisi na polarizaci, takze soucet pres
A vnese faktor 2. Frekvence nezavisi na sméru vlnového vektoru, takze

18Nejprve jsme dosadili (142) do (144). Ve druhém ¥4dku jsme pouZili komutaci (82). Ve tietim ¥adku je vytknut
&iselny faktor pred stopu. Ve &tvrtém fadku je pouzita rotace operdtorti pod stopou Tr(ABC) = Tr(BCA). V
patém Fadku jsme dosadili komuta&ni relaci (35). V Sestém fadku jsme pouZili prvni ¥ddek a normu matice hustoty.
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integrace po smérech piinese faktor 47¢>. Substituci z = % dosta-

neme integral ° drz®/(e” — 1) = 7*/15. Odsud najdeme, Ze hustota
energie elektromagnetického pole je tmérna ctvrté mocniné teploty
heq kg T?

dq
Hr =) hw = — = : 147
! % At 2/\:/ (27‘)3ekBq7’ —1 15%° (147)

7.4 Vedeni tepla salanim

Rovnovazné rozdéleni se ustavi jen tehdy, je-li cely prostor obklopen
télesy o stejné teploté. Podivejme se ale na pripad, kdy z jedné strany
je sténa o teploté T} a z druhé je sténa o teploté Ts.

Pro jednoduchost uvazujeme stény rovnobézné a polozime je rov-
nobézné s rovinou y — z. Sténa o T; lezi vlevo od stény T5, takze
jeji zareni leti v kladném sméru. Obé stény jsou dokonale cerné, t;j.
neodrazi zadné zareni.

Zareni v kladném sméru ¢, > 0 odpovida teploté levé stény, v za-
porném sméru ¢, < 0 teploté pravé stény,

1

N\q = “Foqg pro q: > 0,
efsT1 — 1
1
Mg = Fog pro g < 0. (148)
ek — 1

V tomto rozdéleni maji jednotlivé mody teplotni rozdéleni, ale celkové
rozdéleni neni rovnovazné.

Tok energie ve sméru x je souctem energetickych kvant od jednot-
livych modt. Rychlost fotonu je ¢ a jeji slozka ve sméru x je v, = c%ﬂ”.
Celkovy tok tepla jednotkou plochy tedy je!”

dq hictq, _ w ki (T} = T3)
2m)3 ot 1 60R°c3

(149)
2 1.4
Veli¢ina o = -t = 5.6705 107 W/(m?K*) se nazjvé Stefan-
Boltzmanniiv koeficient.

qz
Qterla Y c—hwqnag = D
AN 4 i )\/(

90proti vypoétu energie, kde thlov4 integrace je f dq...= foh dp f_EL df cos 0 fooo dgq?...=4n fooo dgq?...,
2

o . , e . r2m % . oo 2 - oo 9 , "
zde pro gz = ¢sinf > 0 mame fqm>0dqq ...7f0 dcpfo d0(:osl9s1n0f0 dq q ...77rf0 dq q* . ... Vypocet
pro g» < 0 je analogicky.

41



7.5 Monochromatické svétlo z tepelného zdroje

Mezi dvémi sténami neni rovnovazné rozdéleni fotontu, ale jeho casti
q: > 0 a g, < 0 maji charakter teplotniho rozdéleni. Podivejme se,
jak se zachova informace o teploté zdroje pokud svazek prozeneme
soustavou, ktera zanecha fotony pouze v jediném modu Aq. Takovou
soustavou muze byt tzky otvor — ten vybere jediny smér vinovych
vektori, hranol — ten vybere jedinou barvu, a dvojlomny krystal nebo
polarizac¢ni zrcatko — ty vyberou jednu polarizaci.

I idedlné momochromatické polarizované svétlo si pamatuje tep-
lotu zdroje. Filtrovanim ptivodniho teplotniho rozdéleni odstranime
vSechny fotony z jinych modi, takze

_ﬁqu)‘q _hw_q t
p=23% |Nnge ™7 (Nyg| = Z e FThabs, (150)
Nxq
Normu Z spocteme ze stopy
l = Tr (e_’z]:—(%a;qaxq> — i e_hwk(;]\;)‘q = ! hwg * (151)
4 Nxq=0 1 —e T

Matice hustoty dokonale monochromatického a polarizovaného svétla
z tepelného zdroje tedy je

hUJq hu.)q T

p= (1 — e‘kB—T> e BT MaMa, (152)

Realné filtry nejsou idealni. Pisobnim filtrti obvykle snizime po-
¢et fotond vybraného svazku. Tim vlastné zvysime podil vakového
stavu na celkovém rozdéleni, takze rozdéleni (151) musime nahradit

vvvvvv

hw

p=(1-9)0Y(0] + S (1 - e—fé’—‘%> ehtane (153)

Toto sveétlo dava nulova stredni elektricka a magneticka pole, nenulové
jsou pouze stfedni hodnoty jejich kvadrati. Energie tohoto svétla je
H1 = Shwyng, kde Bose-Einsteinovo rozdéleni (146) zavisi na teploté
zdroje.

Jak vidno, teplota zdroje urcuje pomér jedno-, dvou-, . . .-fotonovych
slozek. Neurcuje jejich amplitudu, tedy pomér k 0-fotonovému stavu.
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8 Spontani emise fotonu excitovanym atomem

Dosud jsme uvazovali elektromagnetické pole, které néjak vznika pti-
padné zanika kdesi v okoli naseho vzorku. Nasim cilem ted bude po-
psat vznik (emisi) zafeni na zdroji uvnitt vzorku.

Pri srazkach atomt v plynu mohou elektrony jejich obalt prevzit
cast kinetické energie a prejit do n-tého vybuzeného stavu 1, s energii
E,. Vybuzeny atom neni stabilni a casem prejde na néjaky nizsi stav
Ym s energii B, < E, nebo zpét do zakladniho stavu 1. Pri prechodu
na nizsi stav se uvolni energie, ktera je vyzarena ve formé fotonu do
okoli. Podivejme se, jak takova emise fotonu probiha.

Jako pocatecni stav celého systému v case t = 0 vezmeme jeden
atom ve stavu v, a nebudeme uvazovat zadné elektromagnetické za-
reni v okoli. Pocatecni vlnova funkce je tedy soucin funkce atomu
a elektromagnetického vakua a jeji casovy vyvoj je popsan Schrodin-
gerovou rovnici

e,
i w) = ), Wo = [6)]0).  (154)
Schrédingerova rovnice (154) ma snadné formdlni FeSent,
W) = 6(t) e 1" [,)|0). (155)

Skokova funkce (#(t) = 1 prot > 0 a 6(t) = 0 pro t < 1) pouze

pripomina skutec¢nost, ze reSeni ma smysl jen pro c¢asy po vybuzeni

atomu. Protoze nedokazeme nalézt diagonalni representaci Hamilto-

nianu, nelze toto reseni pouzit bez dalsich pribliznych tprav.
Upravy vlnové funkce provedeme ve Fourierové obrazu

1
E —

— inln)|0).

(156)
Aby byla zarucena konvergence integralu, ma energie malou kladnou
imaginarni cast, tj. ImE > 0 a Im £ — 0. Matematické manipulace

W) = [dt er™ [T) = [dt i ™= |y5,)]0) =
0

se zlomkem nazyvanym bud resolventa nebo Greenova funkce jsou
pohodlnéjsi nez manipulace s exponentou.
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8.1 Metoda projekénich operatora

Pro zacatek nas bude zajimat pouze projekce vinové funkce na svoji

pocatetni hodnotu (D|(1),| V). Z Fourierova rozkladu (156) je zfejmé,

ze musime vyhodnotit element resolventy (@\(¢n\ﬁ\¢n>|@>
Vyhodny zapis poskytuji projekéni operatory

P = |4n) D) (D {tnl, Q=1-P. (157)
Podle nich rozclenime Hamiltonian na ¢tyri casti,

H=P+QHP+Q)=Hp+ Hq+ Hpq + Hqp. (158)
Budeme pouzivat znaceni Hp = PHP pro pocatecni stav, Hy = QHQ
pro podprostor vSech stavii vyjma pocatecniho a Hpq = PHQ a

Hqp = QHP pro cleny, které je spojuji.

Spojujici ¢cleny Hpq a Hqp umoznuji prechod z pocatecniho stavu
do jiného koncového stavu. To je patrné, kdyz spojujici ¢leny polozime
rovny nule,?

_ ! _ P n Q
 E—-Hp—Hy E-Hp FE-—Hqg
Pokud dosadime do rozkladu (156) hrubé piiblizeni -1 ~ G° dosta-

neme, ze vybuzeny stav je staciondrni, |U) ~ e_%E”t\¢n>|@>.
Spojujici cleny Hamiltonidnu budeme chapat jako poruchu, ve které

G (159)

zlomek rozvineme. Vyjdeme z identity

1 1 1
E—H_E—HP—HQ+E—HP—HQ( E—H’

kterou snadno ovéfime vynasobenim F — H zprava a I/ — Hp — Hq

Hpq + Hap) (160)

zleva. Identitu prepiseme ve zkraceném znaceni
G =G’ + G°(Hpq + Hep)G. (161)

Tuto identitu promitneme na pocateéni stav (ndsobime projektorem
P z obou stran)

0 0
Gp = Gp + GpHpGqp. (162)
207lomek rozvineme do geometrické Fady,
(P+Q)G = 2+ 2 (P4 Q) (Hp + Ho) = + (P + Q)= (Hp + Ho) = (Hp + Ho)= +
E'E E Vg E Vg VT

7 definice projektori je zfejmé, ze PQ = 0. Odtud plyne PHq = 0, HqP = 0 a HpHq = 0, takZe po vynésobeni
projektorem P, respektivné P, ziistanou pouze ¢leny s Hp, respektivné Hq. Kazdou fadu seteme zvI4st.
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Pottebujeme spojujici element resolventy Gqp. Ten dostaneme kdyz
vynéasobime identitu (161) zleva Q a zprava P,

Gqr = GQHqpGp. (163)
Vyuzili jsme, ze QG'P = 0. Nyni{ pouze dosadime (163) do (162)
Gp = G + GpHpGQHapGp. (164)

Rovnice (164) je algebraicky vztah pro Gp. Ten vytesime a do vysledku
dosadime ze (159)

Gl p
= P = .
1 — GRHpqGQHop  E — E, — HpqGQHqp

Gp (165)
Prevedli jsme problém vypoctu funkce Gp na vypocet funkce ¥,
urcujici velikost opravy

HpqGoHap = [4)|0) (Ol (tn] = 50 P. (166)

Index n pripomina, ze projektor P vybira n-ty stav atomu. Funkce
Y, opravuje energii atomu. Proto se ji fikd bud vlastni energie nebo
castéji anglicky selfenergie.

8.2 Doba zivota vybuzeného stavu

Selfenergie popisuje i zanik pocatecniho stavu. Podivejme se jak. Prav-
dépodobnost, ze v case t je atom jesté ve vybuzeném stavu, je rovna
kvadratu amplitudy vlnové funkce [(D|(¢,|¥)[%. Spocteme tuto am-
plitudu ze selfenergie.

Casovou zavislost vlnové funkce ziskame zpétnou Fourierovou trans-
formaci

1
E—-H

kde kruhovy integral se uzavira po dolni komplexni poloroviné. Po

) = [dE e i |U)p = § dE e i ih|a)|@),  (167)

promitnuti na pocatecni stav dostaneme

(Ol ¥) = fdB & AP (O] )] 0)

= §dE e i Gp. (168)
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Pro odvozeni druhého tvaru jsme mezi pocatecni stav a zlomek vlozili
identitu 1 = P + Q a vyuzili, ze P|i,)|0) = [1,)|D) a Q|¢y)|?D) = 0.

Presny vypocet resolventy Gp nebo selfenergie ., je prilis obtizny,
ale mizeme urcit jeji rozumné priblizeni. Je-li selfenergie nulova, tedy
Gp ~ GY, vybuzeny stav je stabilni a je dan jedinym pélem resolventy
E ~ E,. Mizeme ocekavat, ze selfenergie je pouze opravou tohoto
pélu, takze opraveny pdl e, je nulou (neboli kofenem) jmenovatele
resolventy, e, — E,, — ¥, (g,,) = 0. Odtud

; 1
LY = ik dE e P!
; 1
~ ih¢ dE e wlt
i dE e E—E,—5.(e0)
; 1
_ —LiEt
— myde e o
= e el (169)

Je zfejmé, ze redlnd Cast selfenergie opravuje vazebnou energii elek-
tronu v n-tém stavu, Ree,, = E,, + Re },,. Budeme povazovat energie
stavll Re¢g,, za zmérené hodnoty a redlnou cast selfenergie nebudeme
uvazovat.

Doba zivota 7, elektronu v n-tém vybuzeném stavu je dana ex-
ponencidlnim ttlumem pravdépodobnosti jeho vyskytu v pocatecnim
stavu p, = e */™. 7 kvantové interpretace pravdébodobnosti vyskytu
Castice ve stavu p, = [(D](,|V)]? = erment plyne, e doba Fivota je
neprimo imeérna imaginarni casti selfenergie

h h

= — = — : 1
K 2 Ime, 2 Im?>, (170)

Pridejme poznamku o poruchovém rozvoji. Doba zivota vystupuje
v exponenté casové zavislosti vinové funkce. Rozvineme-li casovou za-
vislost podle fadt e /™ = 1 —t/7+t2/27% — . .., vidime, Ze exponenci-
alni utlum vyzaduje nekoneény ¥ad v 1/7 a tedy i nekoneény rad v sile
interakce. Hodnotu rychlosti atlumu vsak staci spocitat v nejnizsim
nenulovém radu.
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8.3 Jedno-fotonova emise

Chceme-li se dozvédét dobu zivota excitovaného stavu, musime spo-
¢itat alespon pribliznou hodnotu selfenergie (166). V nejjednodussim
priblizeni se omezime na jedno-fotonovou emisi.

Resolventa G% je obecné velmi slozita, nebot obsahuje vsechny zby-
vajici stavy soutavy atom-elektromagnetické pole vcetné jejich vza-
jemnych interakci. Abychom ji zjednodusili, omezime se pri vypoctu
selfenergie na druhy rad elektron-fotonové interakce. Jelikoz spoju-
jici ¢cleny Hpq = Hpq a Hqp = Hgp jsou umérné elektron-fotonové
interakci, staci nadm resolventa G% v nultém radu interakce

Go » 5= HQ iy
= X [gnl0) 5= g (@l
+ %ﬁ% [Ym) [ 1ra) - - hwq<1/\Q‘<¢m|
b TS o i ) g iy vkl
+ . (171)

V dipdlovém priblizeni se z rozvoje (171) uplatni pouze druhy ra-
dek. Dokazme si toto tvrzeni. V selfenergii PY,, = H’PQG%H'QP Vy-
stupuje resolventa seviena mezi interak¢nimi Hamiltoniany. Interakcéni
Hamiltonidn v dipélovém priblizeni H' = A(0)j je soucin operéatoru
vektorového potencialu ptsobiciho pouze na funkci elektromagnetic-
kého pole a operatoru proudu j = %(Hed — dH,) ptsobiciho pouze na
funkci atomu. Ptsobeni vektorového potencidlu (36) na vakuum da
nulové prispévky od anihili¢cnich operatori zatimco kreacni operatory
prevedou vakuum na jedno-fotonové stavy,

A0)10) = Z61-q(0),[5-al0) = ZJ(%)A;Q} )

(172)
Ve vyrazu (172) jsou zastoupeny pouze stavy z druhého fadku resol-
venty (171), coz jsme chtéli ukazat.
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Nyni dokazeme selfenergii vyjadrit explicitne,
1

S0 = (OIlH - H)I0)
— (Wi OIAO) - AO)) jlv)
= gﬂ:k (Qi)326\/%<¢n‘jenk< k| Hl 77 Dha) @xad [1n)
- ol Jesa g g g @l V)
— ZZ / 2n)? 261h |dnmexq\2E(f_EnE; ]imrziq' (173)

Prvni radek jen opakuje definici selfenergie. Ve druhém radku jsme
dosadili priblizeni pro interak¢ni Hamiltonian. Ve tretim radku je vy-
hodnoceno ptisobeni vektorového potencialu na vektor vakua podle
(172). Ve ¢tvrtém fadku jsme vyuzili, Ze fotonovy Hamiltonian je dia-
gonalni v basi stavil s ostrym poctem castic, takze miizeme vyhodnotit
jeho libovolnou funkei (1,x|g(Ht)|1lrng) = 9(Awq)drgsk- Pomoci § od-
stranime x a k. Sumu pfes q nahradime integraci podle (19). Po tomto
kroku zavisi zlomek na jediném operatoru —Hamiltonidnu pro atom.
V diagonélni representaci He = >, |0m) B (| dostaneme maticové
elementy proudu jim, = (¥ |j|tn), za které dosadime (66).

Hodnotu selfenergie potrebujeme znat v polu resolventy,

RERICHEDS . (174
/ )3 2ehwq Ey — By — hwg + i0 (174)

Clen ¢0 pripomind, ze energie E/ musi mit nekone¢né malou kladnou
imaginarni ¢ast. Imaginarni ¢4st selfenergie podle (174) je*!

Im3, = —Z/ dq |dnme/\q| (E,—E,,) md(E,— Ey—hwy). (175)

Na souctu pres polarlza(n A jiz zavisi pouze projekce dipéli, takze
miizeme tento soucet zjednodusit. Polarizac¢ni vektory spolu se sméro-
vym vektorem hybnosti q/q tvori Gplnou basi, neboli libovolny vektor

21Pouzijeme Landativ rozklad zlomku bliko re4lné osy na hlavni hodnotu a § funkci
1

x + 40 T

V soucinu s § funkci je hwq = Epn — Ep.
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d mizeme v této basi rozlozit
q
d= ?(qd) + X/\:eAq(e,\qd). (176)
Vynasobime-li skalarné tento rozklad vektorem d, najdeme

Z |dnme/\q‘2 = d72nn _ ‘dnmq‘Q/qQ = d72nn(1 _ 22)7 (177)
A

kde dy, = |dpm| @ 2z je cosinus thlu mezi dipélem a hybnosti. Nyni
snadno dokonc¢ime integraci

1 2
S - Iy,
T h o
T 2 1
= S (Ba-Ba) &, [do [ de (1- )
(2m)3eh “m 0/ _/1
X /q2dq §(E, — Ep — heq)
0
1

= ——0 E,— E,) d,. 178

37 € h4C3 m2<:n ( n m) mn ( )

Integrace 6 funkce v (178) je nenulovad pouze kdyz E,, < E,. To

znamena, ze stav n muze spadnout pouze do nizsiho stavu. Tuto pod-
minku jsme nahradili jednodusim vyjadrenim m < n.

8.4 Doba Zivota p-stavu vodiku

Pro nazornost ze vzorce (178) odhadneme dobu zivota vybuzeného
stavu. Za vybuzeny stav vezmeme p-stav vodiku, jehoz vazebna ener-
gie je Fy = —i 13.5 eV = —5.4 107" J. Tento p-stav miize spadnout
pouze do s-stavu s energii Fy = —13.5 eV = —21.6 1071 J.

Vinové funkce s a p, stavii jsou

1
Y1 = ﬁ ag- € B,
¥ L gt Do cosh (179)
= ap” — € 2B cos0,
> 42 B oap

kde r je vzdalenost elektronu od jadra a 6 € (0,7) je thel od osy
z. Volba souradné sosutavy je libovolna, takze nemusime jiné p-stavy

uvazovapt.
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Dipol ve sméru osy z je dan integralem

diz = e(i1|rcosfi)s)

- /r dr/s1n9 d@/d¢ W1 T cos B 1y

0 0

= e/dgb/sin@ df cos? 0
0 0

v 70 d 1 _% _r 1 _§ r _r
redr r——ag° € — e B
0 ﬁ B 44/ 27‘(’ ap
2 5
— 42 <§> e ap
~ 0.745 e ag, (180)

kde ag = 0.53 A = 5.3 107" m je Bohrtiv polomér. Ostatni vektorové
slozky dipdlu jsou nulové.

Dosadime-li ¢ = 107/(4nc®) F/m, ¢ = 3 10° m/s, h = 1073* Js
a e=1.6 107! C a hodnoty energif a dipélu do (178), dostaneme

1 1
—=———— (B, —E)? &, =10 s, 181
Ty 3me hicd (E: )" di (181)
takze doba zivota je 1079 s
Je zajimavé srovnat dobu zivota p-stavu s jeho Newtonovskym po-
pisem. Predstavime-li si elektron jako klasickou kulicku krouzici ko-

lem jadra, jeho gohyb je dan rovnovahou pritazlivé a odstredivé sily,

% = mr( ) kde T je doba obéhu. Bohrovo kvantovani orbit
pozaduje, aby moment hybnosti byl celym nasobkem Planckovy kon-
stanty, mur = mQT”rZ = nh, kde n = 1 pro zakladni stav a n = 2

pro stav vybuzeny. Tyto tvahy vedou ke spravnym vazebnym ener-

giim a klasické vzdalenosti elektronti r = n?ag jsou také rozumnym

odhadem kvantovych hodnot. Klasické rychlosti v = ZTZ = % pak
2 B
déavaji dobu obghu T' = 2 = n32mTBm = n? 1.76 10716 5. Elektron

v p-stavu tedy vice nez milionkrat zakrouzi nez spadne do s-stavu.
Tomu odpovida i ryze kvantové srovnani. Imaginarni cast selfenergie
ImY; = —h/21 = 510726 ] = 3 1077 eV je vice nez milénkrat mensi
nez odstup energii.
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9 Sitfka spektralni ¢ary

Ptrechod atomu z vybuzeného stavu do nizsiho je provazen vyzarenim
fotonu. Podivejme, jaké spektrum fotoni budeme pozorovat.

9.1 Prirozena Sirka c¢ary

Konecna doba zivota vybuzeného stavu se projevi na energetickém
spektru vyzarenych fotonii. Pravdépodobnost, ze atom skonci v nizsim
stavu m, zatimco je vyzaren foton do modu Aq je imérna kvadratu
elementu vlnové funkce |(1 /\q|<¢m|¢>\2- Podobné jako pro pocatecni
stav, tento element spocteme ze zpétného Fourierova rozkladu (167)
promitnutého tentokrat na koncovy stav

(Laal (W W) = § dE 755 (gl [0)|0). (182)
Maticovy element zlomku prislusi spojujicimu elementu resolventy
(Wral(¥ml =4 [9n)|D) = (Laal (¢¥m|Gap[n)[0) = Grgm,on,  (183)
ktery spocteme ve stejném priblizeni jako selfenergii,
Q :

Gaop = GQH'Gp ~ A(0)j Gp. 184

=Gl Gr ™ (0)j Gp (184)

Resolventu GY) jsme nahradili podle (171) pfiblizenim pro neintera-
gujici atom a svétlo. Interakéni Hamiltonian bereme v dipélovém pri-
blizeni. Nakonec jesté resolventu Gp dosadime v pélovém priblizeni,

1 ) 1
G)\qm,On = F_ Em _ hwq <1)\q|A(0)|®><¢m‘J‘¢n>

E—FE,+i
(185)
Proud v dipélovém priblizeni (¢, |j|[¢n) = (£ — E,)dy, a opera-
tor vektorového potencidlu (36), tedy (1,q|A(0)|0) = QEquAq ﬁ,

daji
1 E, —FE h A e)\d
Grqmon = ~ " . (186
MO T R B By — T \ 26w\ (27)° E — B, + i5- (186)
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- = L (55 — 55) od sebe oddélime pély

resolventy

1 1
Ghram.on = C - , 187
Aqm,0 (E—Em—hwq E—E, +M) (187)

- E,
e)\q mn . (188)
2€ Wy Wq \ (27)3 E,, + hwq E, + z—

Zpétnou Fourierovou transformaci resolventy dostaneme casovou
zavislost elementu vinové funkce

t

(Ll ($n|¥) = § dE &7 Gygon = C (e7FEnlalt — o=it=a)
(189)
Rozdil exponent vymizi pro ¢ — 0, takze na pocatku je obsazeni
jednofotonovych stavi nulové pro vsechny mody. Tim jsme jen oveérili,
ze TeSeni spravné spliuje pocatecni podminku.

Pro casy podstatné delsi nez doba zivota vybuzeného stavu t > 7,
je tlumend exponenta zanedbatelna a vlnova funkce je imérna pouze
netlumenému clenu. Kvadrat amplitudy pak je

dq 1 ‘e)\ mn| ( _E)
Lag| (00 [0 2 = |C]? = 5 >
|< Aq|<¢ ‘ >‘ | | (27T)3 2€hwq (Em+hwq—En) _|_4h_7_%
(190)

Dosadili jsme A = dq,dq,dq, = dq.

Dtlezité je, ze pro dlouhé casy prispiva pouze pol funkce G%. To
nam dovoluje vyhodnotit dlouhocasovou limitu i kdyz nepouzijeme
pélové priblizeni,

2 2
|<1/\q‘<¢m|\p>| (2dq3 1 |e/\q mn‘ (Em En) 5.
T)3 2¢hwy (Ep+hwq—Ep)? + (ImX, (B, +hwg))
(191)
Vratme se k vykladu odvozeného vysledku. Kvadrat amplitudy

predstavuje pravdépodobnost, ze do infinitesimalniho intervalu vino-
vych vektori (¢z, ¢z + dqz) X (qy, gy + dgy) X (qz, ¢. + dg.) byl vyzaren
foton. Rozdéleni vyzarenych fotont je

1 lexqdinn* (B — B,
2ehwq (Ey + hwg — Bn)? + 15

Prq = (192)

92



Podle jmenovatele vidime, ze nejpravdépodobnéjsi jsou fotony s ener-
gii hwq = E, — E,,. Pokud se energie fotonu od této hodnoty lisi
o méné nez h/27,, je pravdépodobnost emise stale jesté velka. Pozo-
rovana spektralni ¢cara ma tedy konec¢nou sirku. Neni-li zapojen zadny
dalsi mechanismus rozsifeni ¢ary, je ¢ara Lorentzovskad?? a jeji §itka je
neprimo imeérna dobé zivota vybuzeného stavu.

Vsimneéte si vztahu mezi selfenergii a pravdépodobnostmi prechodii
do jednotlivych koncovych stavi. Imaginarni ¢ast selfenergie je souc-
tem pres vSechny koncové stavy. Koncové stavy pro vypocet tvaru
cary jsou tedy v selfenergii vnitinimi stavy — stavy do nichz mii-
zeme rozlozit resolventu. Ctenaf se mize sam presvéddit, ze priblizent,
které jsme pouzili pro vypocet doby zivota, je konsistentni s priblize-
nim pouzitym pro vypocet spektra emitovanych fotonu. Integrace pres

vSechny konecné stavy ¥, Yiq |<1Aq\(¢m|\11>|2 =YmErS (Qqu)s Pag = 1

_h
27,

— i76(x) pro mald a.

je rovna jedné praveé kdyz
1
z24a?

= —Im ¥, je ddno vyrazem (175). Pou-

Fijte
9.2 Teplotni rozsifeni spektralni cary

V realném plynu se atomy ¢i molekuly pohybuji s teplotnim rozdéle-
nim rychlosti. Pohyb ve sméru vyzareného fotonu vede na Dopplerovo
zvyseni jeho frekvence, pohyb proti sméru zareni frekvenci snizuje.
7 puvodné uzké cary se tak stane cara Sirsi.

Pro jednoduchost budeme v této kapitole uvazovat, ze prirozena
sitka cary je mala ve srovnani s Dopplerovskym a srazkovym rozsire-
nim. Spektralni ¢aru bez téchto oprav pak mizeme nahradit § funkeci,
nebot z z% — 10 plyne

TTh 5
Prq — - lexqdimn|*(Ern — En)d(En + hwg — Ey). (193)

Pravdépodobnost, ze atom o hmotnosti m v plynu o hustoté n

a teploté T' ma rychlost v je dana Maxwellovym rozdélenim

Rozdéleni (194) je normovano na interval rychlosti n = [dvf. Zde
kg = 1.38 10723 J/K je Boltzmannova konstanta.

22Torentzovské rozdéleni pravdépodobnosti m4 tvar —mﬁ‘_‘a?
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Dopplerovu zmeénu frekvence pohybem atomu lze spocitat radou
postupt od zareni leticiho zdroje, pres Lorentzovu transformaci z le-
tici do laboratorni soustavy, az po zakony zachovani energie a hyb-
nosti. Nejpohodlnéjsi jsou zakony zachovani. Pred vyzarenim fotonu
mé atom hybnost mv, po vyzareni mu. Jak jsme si ukazali (43), foton
v modu Aq nese hybnost hq. Zakon zachovani hybnosti pozaduje

mv = mu + hq. (195)
Odpovidajici zména kinetické energie atomu je
1 1 hq?
“mv? — —mu® = hqv — =q (196)
2 2 2m

Posledni ¢len (196) je zanedbatelny.?

Zména kinetické energie prispiva k energetické bilanci zareni. Po-
catecni energie je soucet kinetické energie %va a energie vybuzeného
stavu E,. Koncova energie je soucet energie fotonu hwg, kinetické
energie %mu2 a energie koncového stavu atomu F,,. Zakon zachovani
energie

1 1
5mv2 + B, = hwq + 5mu2 + E,, (197)
pak zahrnuje Dopplertv posun frekvence

hwg = E, — E,, + hqv. (198)

Vliv tepelného pohybu na spektralni ¢aru spocteme jako rozdéleni
vsech moznych Doplerovsky posunutych frekvenci. Nejprve zahrneme
vliv rychlosti atomu na jeho ¢aru tak, ze opravenym zakonem zacho-
vani energie nahradime argument ¢ funkce ve vyrazu (193). Takto
posunuté cary pak vystredujeme pres rychlosti atomii,

pra = [ dv f(v)% lexq@un|2(En — En)8(Ep + hwq — By, — hva).
(199)
Vypocet dokoncime obvyklymi kroky. Oznacime ¢ = |q| a projekci
rychlosti do sméru q jako v, tj, vq = vq. Zbyvajici dvé vektorové

23Foton viditelného svétla ma energii pfiblizné hwq ~ 1 eV ~ 10719 J, takZe nese hybnost fadu hlg| = EWT“ ~
310727 Ns. Atom p¥i pokojové teplotd T' = 300 K ma. tepelnou energii gmv? ~ kgT ~ 10720 J. Odpovidajic
rychlost je vy ~ 102 m/s. Tepelna hybnost pg, = muwg, ~ 10723 Ns je o &ty¥i fady vétsi nez hybnost fotont. Proto
miizeme zanedbat h2q? < 2mvhq.

54



slozky rychlosti nemaji vliv na  funkci a zbavime se jich integraci,

TTh m
Pra = G foradm B = B) 57
/dve 2’“BT5 (Ep + heq — E,, — hoq)
T, m 1 m _En—FEnm)\?
_ -'n dmn2 E,—E, ~ 3% T(C g )
he [exqcmn | ) \ 27 kgT hq ©
(200)

Vyraz (200) poskytuje explicitni rozdéleni fotond, neni vSak po-
hodlny pro vyhodnoceni mérenych car. Jeho zjednoduseni vyuziva,
ze exponenta rychle vymira pro hcq # E, — E,,. To ndm dovoluje
priblizné kratit (E,, — E,)/hq ~ ¢ v predfaktoru exponenty. Nejdi-
lezitéjsi je priblizeni v argumentu exponenty, kde pouzijeme rozvoj
kolem bodu maxima ¢ — E”h;qu ~ (heq — Ey + Ep) <5 Potom
ma pravdépodobnost vyzareni fotonu do modu A\q tvar jednoduchého
Maxwellova rozdéleni

TT,C

2 2
_ 2 m ———mn¢ — _(ficg—E,—E,)
Prxq — Fe |e/\qdmn‘ .

e 2kgT(En—FEm)?
2T kBT

(201)
Sitka teplotné rozsifené ¢ary vzhleme k proménné hcg je podle (201)

rovia
E, —E, | mc?
— . 202
e no \2ksT (202)

Pro 2kgT ~ 1072 J, m ~ 107 kg a E,, — E,, ~ 107" J dostaneme
win ~ 108 s71. Tato hodnota je mensi nez ptirozena sirka ¢ary vodiku,

ale ne podstatné. To ukazuje na skutecnost, ze vzajemny vztah obou
prispévki neni jednoznacny a zavisi jak na vlastnostech plynu tak na
sledované care.

9.3 Srazkové rozsiteni spektralni ¢ary

Kromé primocaraho teplotniho pohybu prodélavaji atomy srazky. Pri
nich méni smér a rychlost a tim i Dopplertav posun frekvenci. Mimo
zménu frekvence prinaseji srazky i nahodilou zménu faze vinové funkce,
ktera opét vede na rozmazani spektralni cary.
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Atomy plynu se srazeji s ¢etnosti, ktera zavisi na jejich srazkovém
prurezu, teploté a hustoté. Atom, ktery praveé prodélal srazku, se po-
hybuje volnym prostorem po dobu ¢, nez se znovu srazi. Cas t. volného
letu je nahodily. Pravdépodobnost p.(t.), ze atom prezije dobu t. bez
srazky, exponencialné ubyva

|
Pe(te) = — e . (203)

Te

Pr1i srazce se zméni smér letu atomu, takze zareni pred a po srazce
prispiva k riznym modum. Musime proto dobu, kdy atom vysila za-
reni do sledovaného modu, omezit stredni dobou letu. Abychom mohli
toto omezeni zavést, nepouzijeme oddéleni péli, ale prevedeme vino-

vou funkci (182) na konvoluci podle ¢asu,?*

(Lal(®n|¥) = [dE e 7 Gygmon

: i 1 1
— C’%/dE ot

E— By —hwqg E— E, +i5-

I

t
= O [ dte B e -6 kB (204)
0

Oznacili jsme energeticky nezavislou ¢ast vyrazu

\ d,,,. 2
2€ wqy 27r ) “a ( 05)

V konvoluci (204) ¢len e~ #Ent’ popisuje ¢asovou zménu faze vinové
funkce pocatecniho stavu |1,) \@) MiuzZeme si predstavovat, ze v oka-

mziku ¢ dojde k prechodu systému do koncového stavu |1yg)|tm)-
Cinitel e~ #(Ent+hwe) (=)

pak popisuje casovou zménu faze v konco-

!

vém stavu. Vymirani pocatecniho stavu je popsano exponentou e 2m.

Srazky jsou jen dal$i mechnismus vymirani pocatecniho stavu, takze
jejich uc¢inek na zareni zapocteme zameénou Ti za,

n

Sy (206)

T n Tc

240 spravnosti tipravy se lze jednodusSe presvédéit integraci po ¢asech t a t'. Méné zrejmé je, jak takova aprava
¢loveka napadne. Je zaloZena na obecné Fourierové transformaci konvoluce f dw e~ @ta,b, = f dt’'a(t —t")b(t").
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Rozdéleni fotonti pfi zapocteni srazek je tedy Lorentzovské,?
_ 1 lexqdmn|?(Em — Ey)?
2efiwy (B, + hwg — By)? + 2

i

Pxa (207)

Pouze vzroste sitka ¢ary podle (206).

10 Vynucené piechody atomu

Emise fotonu z atomu je prototypem premény energie hmoty na ener-
gii zareni. Opac¢nym procesem je zachyceni fotonu, tedy preména ener-
gie zareni na energii hmoty. Pti popisu téchto opacnych procesti mu-
sime uvazovat nenulovou energii elektromagnetického pole v pocatecni
podmince.

Pocatecni hodnota elektromagnetického pole miize byt vselijaka.
Uvnitt pece nebo néjaké dutinky je atom vystaven tepelnému zareni.
V prostoru je vystaven smési tepelnych zareni ze svého okoli. V plynu
na vybrany atom dopada zareni emitované z dalsich podobnych atomi
plynu. Nejcastéji v8ak na atom zadmérné svitime a to bud lampou
nebo laserem. Je zrejmé, ze nemtizeme pokryt vSsechny kombinace poli,
kterym jsou atomy pri pokusech vystavovany. Podivejme se alespon
na nékteré.

10.1 Absorpce a stimulovana emise

Uvazujme nejprve, ze elektromagnetické pole je ve stavu s ostrym
poc¢tem fotond [{N}) a atom je ve stavu |i,). Pocateéni hodnota
vinové funkce tedy je |{N})|¢,). Tyto stavy jsou vlastnimi stavy
castecnych Hamiltonidnt He|v,) = E,|¢n) a Hr[{N}) = Epn|{N}),

25Tento vysledek miizeme odvodit také tak, %e okamZikem srazky pieru$ime moZnost p¥echodu do koncového
stavu a spocteme stiedni hodnotu kone¢ného stavu pres vSechny hodnoty doby volného letu. Pro ¢t > t. pak mame

te

oo
1 _ te i _ i 1t
<<1Aq|<¢m|\p>> _ C’;/dtce e /dt’e—ﬁ(Em"rﬁwq)(t_t’)e FEnt — o
c
0

0

oo
o /dt,e_%wmqut_u)e—%’Ent'—t'(ﬁ+ﬁ),

0

Mo#nost vyzafit foton v okamZiku ¢’ jsme omezili na &asy t' < t. horni integraéni mezi. Cas t. bereme za nidhodny
a pres mozné hodnoty stfedujeme. Pti stfedovani jsme pouzili #, nebot pravdépodobnost p. odpovida vymirani
kvadréatu vinové funkce. P¥i apravé jsme provedli integraci po ¢astech.
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Epn = Yaq Nxq hwq. Energii pocatecniho stavu viici neinteragujicim
elektronim a poli, oznac¢ime Fi, = E,, + Ep), + 0.

Budeme postupovat podobné jako pri emisi. K pocatecnimu stavu
zavedeme projekéni operdtor P = |[{N})|vy,) (¥, |({N}| a jeho doplnék
Q = 1 — P. P1i odvozeni seflenergie jsme nevyuzivali vlastnosti po-
catecniho stavu, resolventa a selfenergie odvozené v kapitole 8.1 tedy
plati i pro tento pripad. Staci vyhodnotit selfenergii

/ 1 !/
Sa = AN ' ) V)
— (Wi {VAWO) f—p—- AN i)
1

= S (NYAO) 55— ANV - (208

Upravy jsou obdobné jako pfi vypoctu (173). Prvni fadek piipomina,
jak je prislusna selfnergie zavedena. Ve druhém je dosazen interakcéni
Hamiltonian. Ve tretim radku je elektronovy Hamiltonian rozvinut
podle vlastnich stavii a pouzity maticové elementy opratoru proudu
Jmn = (¥m|j|thn). Pokracujeme tGpravami fotonové ¢asti

A h ) .
Xy = Z Jnm€rk €xqJmn

mAqrk (27T)3 26\/ WqWk
1
t t
N (ahac+ k) =5 (@ha + 0ra) VD)
A h . ; 1
= 5. nm N - -
m%:q (27m)3 2e wq [exabumnl” ({ }<aA B — By — Hp 70
1
t
+ Cl)\qun B, _ HTa)\q> {N7)
. dq h . 2 < NA—q
N g;\/ (27)3 2ewq Cxalum] Fiw — By, — Epy 4 hwq
N/\q +1 )
Ew — E,, — Epp — hwq

_|_

dq 1

B %/(271')3 2€ hwg
X( N/\_q n N)\q—|—1 >
E,— En+hwq+i0  E, — E,, — fiwg +1i0/

V prvnim radku jsou dosazeny vektorové potencialy ve druhém kvan-

‘dnmeAqP(En - Em)2

(209)
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tovani (36) s rozepsanymi funkcemi rovinnych viln (22). Ve druhém
Fadku vyuzivame, e stavy al [{N}) a ai'\q|{N}> jsou na sebe kolmé
pokud kk # Aq. Ve tretim radku nejprve pouzijeme vlastnosti stavi

s ostrym poctem, HTaJ&q\{N}> = (Epn + hwq)aquN}) a podobné
Hraxg{N}) = (Epn — hwg)arg {N}) a také ({N}alqarg {N}) = Naq
a ({N}|akqa§q|{N}> = N)q+ 1. Nakonec nahradime sumu integralem.
Ve ¢tvrtém radku jsou maticové elementy proudu vyjadreny v dipd-
lovém tvaru (66) a je dosazena pocCatecni energie.

Elektromagnetické vakuum je také vlastnim stavem s ostrym po-
¢tem fotont — prosté pro [{N}) = |0) je Nyq = 0 pro vSechny mody.
Dosadime-li vakuum do selfenergie (209), prvni ¢len v zavorce (209)
zanikne zatimco druhy ¢len prechézi na selfenergii (174). Z toho je pa-
trné, ze druhy clen (209) popisuje emisi fotonu. Oproti emisi fotonu
ve vakuu, je pravdépodobnost zvysena faktorem N)q + 1. Prispévku
umeérnému poctu fotoni se rika stimulovana, na rozdil od emise spon-
tanni, ktera existuje i v elektromagnetickém vakuu.

Prvni ¢len (209) je velky kdyz E,, ~ E, + hwq. Foton je tedy po-
hlcen a elektron pri prechodu energii ziska. Tento proces se nazyva
zachytem fotonu nebo absorpci svétla. Diky absorpci mé i zakladni
stav atomu konecnou dobu zivota, pokud jsou v jeho okoli elektromag-
netické vlny. Absorpce a stimulovana emise jsou prechody vynucené
interakci atomu s fotony.

10.2 Prechody vynucené elektromagnetickym polem ve stacionarnim
smiSeném stavu

Snadno si predstavime, ze je-li elektromagnetické pole ve stacionarnim
smiSeném stavu popsaném stfednimi hustotami fotont nyq v modech,
pocty fotont v selfenergii (209) pouze prejdou na stiedni hodnoty.
Selfenergie ma pak tvar

dq 1 9 9
Xp = dym E, - E,
5] o 2 g sl )
Ni—q Nxq + 1 )
. (210

Uplny dikaz této zamény vyzaduje pouzit nékterou z naro¢nych me-
tod kvantové statistiky. Nechdme radéji vyraz (210) k vérfeni.
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10.3 Vypdleni diry do spektralni ¢ary

Doba zivota excitovaného stavu vypovida o velikosti jeho dipolového
momentu. V principu mizeme dobu zivota zmérit ze Sirky spektralni
cary, ve skutecnosti je ¢ara rozsirena radou dalsich mechanismii, jako
je napriklad srazkové rozsireni. Pro zarice v pevném stavu srazkové
rozsireni odpada, sitrku cary ale ovliviiuji nahodilé potencialy v okoli
meérené molekuly. Vliv téchto nahodilych poli lze vyloucit metodou
znamou jako vypalovani diry do spektralni cary.

Popisme si nejprve absorpcni spektrum pro molekuly v nahodilém
poli. Predpokladame, Ze teplota je dostatecné nizka, takze vSechny
molekuly jsou v zakladnim stavu o energii E;. Na molekuly svitime
svetlem o frekvenci wq. Timto svétlem molekuly mohou prechézet do
vybuzeného stavu s energii Fy ~ E; + hiwq.

Diky nahodilym potencidlim je rozdil energii KA = FEy — Fq pro
kazdou molekulu trochu jiny. Zavedeme distribuci molekul o daném
energetickém rozdilu. Je-li v systému d/N molekul, jejichz rozdil ener-
gil lezi v intervalu (Fa, Ea + dEA), pak pravdépodobnost F(Ea), Ze
molekula ma energeticky rozdil Fz je

1 dN
F(EA) = ———— 211
kde N je celkovy pocet molekul v systému.20
Chceme-li popsat pravdépodobnost zachytu fotonu Aq molekulami,
musime secCist prispévky jednotlivych intervali energii,
1 |e/\qd12|2Ei
.
2¢ hwy (Ep — hwg)? + 15

prg = [ dEs F(Es) (212)
Pouzili jsme vzorec pro zachyt fotonu s obsazenim nyq = 1 v méfeném
modu a nula jinde.

Pokud jsou nahodila pole silna, je prirozena sirka c¢ary mald proti
sitce distribuce rozdil energii a pod integralem miizeme pouzit pribli-

N:/dN:N/F(EA) dEn,

267jevné

takze F' je normovéna na jednicku.
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zeni nekonecné uzké cary,

h

T h; o — 210 (Ea — hwg), (213)
A — q =

pro které
T
Prg = F(liwy) - lexqdiz]? fiwg. (214)

Jako vidno, Sitrka absorpcni cary odrazi roztyl energetickych rozdilt
a v této limité nedovoluje urcit prirozenou sirku cary.

Predpokladejme, zZe se molekula po zachyceni fotonu natolik zméni,
ze nedokaze prejit zpét do zakladniho stavu. Pak dvé méreni prova-
déna za sebou nepovedou na stejny vysledek, nebot kazdym meérenim
se zmeéni distribuce F'. Toho jevu se uziva k vylouceni vlivu nahodilych
poli.

Vyjdeme z dosud neosvétleného vzorku, na kterém slabym svétlem
naméfime pomoci absorpéni ¢ary a vztahu (214) distribuci F. Pak
vzorek osvétlime svétlem o jediné ostré frekvenci wy a polarizaci ey.
Pocet fotont v tomto modu je dan hustotou energie svétla U = hwy ny.

Pravdépodobnost, ze molekula s rozdilem energii A zachyti foton
z osvitu je

L) |e0d12|2Ei no |e0d12|2 th
p1—>2(EA) — 72 N PR
2€ hwy (EA — th)2 + iz 2e (EA — th)2 + iz
(215)
S touto pravdépodobnosti molekula ubyde z ptuvodni distribuce,
OF (Ea,t
e N N} (216
neboli
F(Ea,t) = F(Ea,0) e Pt=2", (217)

Pro kratké osvity lze exponentu rozvinout do nejnizsiho radu a pro
zménu distribuce §F = F(t) — F(0) najdeme
not |e0d12|2 th

OF = —F(Ea,0) proat = F(hwo, 0) o (Ea —hwo)?+ 15

(218)

Jak vidime, bytek molekul s rozdilem energii v okoli energie osvitu
odrazi prirozenou $irku cary.
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Pti dalsim méfeni slabym svétlem?’ se objevi zména na absorpéni
¢are. Podle (212) je zména pravdépodobnosti zachytu

1 |e,\ d12|2Ei
Sprg = [dEa SF(E a _
Piq / A ( A) thwq (EA . hwq)2—|— 45?
t di2? R
= —/dEA F(th,O) 1o ‘eo 12‘ mll 72
2e (EA — th)2 + i
% 1 |e/\qd12\2Ei
2ehwy (Ex — hwg)? + %
not
= —F(hwo,O) 42 ‘eodlg‘ |e/\qd12|2 w07'2
/ h h
X dEA = 2 = 2
(EA — hw0)2 —+ 471? (EA — hw,\q)2 —+ 471?
not 2 2 2 2 2L
= —F(hwy,0) —= |epd d T 5.
(fiwo, 0) 75 leoduz|” [exqduz|” woT (o — Faong)? 1

(219)

Z rovnice (219) je vidét, ze osvit vypali do absorpéni ¢ary Lore-
tzovskou diru, jejiz Sirka je dvakrat veétsi nez prirozena Sirka cary.
Z vypalené diry lze tedy stanovit prirozenou $irku cary.

10.4 Stimulovana emise versus absorpce

Z odvozeni (209) vidime, ze pfi stimulované emise vzroste pocet fo-
nont v tom modu, ktery emisi stimuloval. Procesem stimulované emise
proto miize nartstat energie v jednom modu, coz se vyuziva u lasert.
Nartst energie ve stimulujicim modu lze ukazat postupem podobnym
rozboru §irky ¢ary v kapitole (9.1).

Jako pocatecni stav si zvolime stav s ostrym poctem fotont v je-
diném modu |N,q) a atomarni stav |i,). Pfedpokladanym koncovym
stavem je |(N + 1)aq)|t¥m). Podobné jako v rovnici (182) v kapitole
(9.1) hleddme prislusny maticovy element

(N + Dl (0] ¥) = § dE & 75 (N + Dl (Y| =7 100) [ Naa).
(220)

27S]abé svétlo neméni distribuci.
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Opét jako ve vyrazu (183) potfebujeme element resolventy

(N + Dl Wl =7 1) [Na) = Givs1)sqm, Ny (221)
ktery spo¢teme v priblizeni (184),

Goverr o ANV A Dol AO)[Nag) (i)
(N+Daarm Noar E—Eyn—twg E— Ep+ig

(222)

Vyraz se lisi od (185) pouze maticovym elementem operatoru vek-
torového potencidlu (36), ktery je nyni roven (N +1)yq|A(0)|Nrgq) =

Ny +1 \/% €)\q %. Pravdépodobnost zvyseni poctu fotoni
z Nna N +1je

p])\Vq—>N+1 (N + 1) Ny Plq> (223)

kde p)q je pravdépodobnost spontinni emise jednim atomem (192)
a IV, je poCet atomu ve stavu [i,).

Opacnym procesem je utlum elektromagnetického pole absorpci fo-
tont. Pti absorpci prejde atom ze stavu [i¢y,) na stav |i¢,) a pole
z [Nyq) na [(N —1)5q)- Odpovidajici maticovy element resolventy

<( )/\q|<¢n| ‘¢m>‘Nz\q> G(N—l)an,quma (224)
ktery spoc¢teme opét v priblizeni (184),

G _ (N = 1)xq|A(0)[Nrg) — (nliltm)
A han E—E,—Twy  E—Ey,+iz

Maticovy element ((N —1)q|A(0)|Nrg) = /Niq ,/2&] €\q ,/ s dava

pravdépodobnost snizeni poc¢tu fotontt z N na N — 1

(225)

pf\Vq—>N ! =N Nm Piq- (226)

V rovnovaze o teploté T" jsou pocty atomu ve stavech n a m dany

_ EBn_ _ Em

Boltzmannovym rozdélenim N,, = Ze "7 a N, = Ze *T. Procesy
absorpce a emise jsou také vyrovnany pN SN+ — quH_)N nebot pocet
fotonti se v rovnovaze neméni. Rovnost absorpcm a emisni Cetnosti je

moznd jen kdyz (N + 1)N,, = NN,,. Rozdil atomarnich energii je
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En—Em hiwg

priblizné energie fotonu £, — E,, =~ hwg, takze % = e kBT =2 efsT.
n
Odtud dostaneme Bose-Einsteinovo rovnovazné rozdéleni N = hwi
T
e"B’ —1

Pokud vyvedeme pocty riizné vybuzenych atomi z rovnovahy, au-
tomaticky vyvedeme z rovnovahy i rozdéleni fotonti. Pokud se nam
podari dosahnout tak zvané inversni populace, kdy N,, > N,,, bude

N—->N+1 —

emise rychlejsi nez absorpce, pyq > pﬁ\vq N=1"takze pocet fotont

sledovaného modu poroste.?® V tomto rezimu pracuji lasery.

11 Interakce atomu s koherentnim svétlem

Podivejme se interakci jednoho atomu se svétlem laseru. Zatim jsme

odvodili pouze pravdépodobnost, ze atom vyzari nebo zachyti foton.

Casovy pribéh zachytu ¢ vyzafeni svétla jsme nezkoumali. Tomu se

budeme vénovat v této kapitole. Prechod atomu budeme popisovat

kvantové — klasicky popis atomu nemitize poskytnout ostré barevné

cary. Elektromagnetické pole vSak popiseme jako klasické vnéjsi pole.
Pro pohodlny popis vyuzijeme nékolik zjednoduseni:

e Koherentni svétlo lze nahradit nekvantovanym elektromagnetic-
kym pole. Toto priblizeni se nazyva klasickym popisem pole. Timto
priblizenim se elektromagnetické pole vnéjsim parametrem Schro-
dingerovy rovnice pro atom.

e Atom ma pouze dva stavy. Mizeme si je predstavovat jako s a
p stav atomu vodiku. Toto pribliZzeni je zalozeno na zkuSenosti
z predchozi kapitoly, ze stavy nezapojené do prechodu ovliviuji
proces pouze prostrednictvim opravy k energii stavu prostrednic-
tvim selfenergie.

Z4dné z téchto zjednoduseni neni nezbytné a budeme schopni je v pii-
padé potieby nahradit obecnéjsimi predpoklady.
11.1 Klasicky popis svétla laseru

Systém v cCistém kvantovém stavu je popsan vlnovou funkci celého sys-
tému atom-svétlo, kterou oznac¢ime |¥) a budeme hledat jeji ¢asovou

28Neuvazovali jsme tinik fotonii povrchem, Gtlum svétla na nedistotach ap. Tyto jevy piispivaji k absorpci.
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zavislost. Na pocatku v case t = 0 predpokladame, ze svétlo jesté ne-
doletélo k atomu, takze vlnova funkce systému je soucin vlnové funkce
atomu |¢g) a koherentniho stavu |a), tj. |¥o) = |[¢o)|c).

Formalné je casova zavislost dana vztahem

|T) = e [0g), (227)

kde Hamiltonian je soucet Hamiltonianu svétla, elektront atomu a in-
terakéniho ¢lenu, H = Hr+ H.+ Hy. Jako obvykle je tfeba vztah (227)
prevést na resitelné rovnice. Nasim cilem bude vyloucit pohybové rov-
nice pro svétlo.

Nejprve potlaéime ¢asovou zavislost svétla??

0) = erflrt | @), (228)

Dalsi transformaci prevedeme koherentni stav formalné na elektro-
magnetické vakuum?

@) = DiIT) = Dier™™ [). (229)

Casovy vyvoj transformované vinové funkce je nasledujici

m% v, = in2 DienIt |@)

ot
= Dl ind et T)
o« " ot
,» L0
_ i ehthr <_HT+ma) W)

= D! erfI™ (_Hr 4+ H) |0)
= D! eifltt (_Hy+ H) e 7" D, |T,). (230)

V prvnim radku jsme pouze dosadili transformovanou vlnovou funkci
z (229). Operator posuvu nezavisi na case, takze komutuje s ¢asovou
derivaci, jak ukazuje druhy radek. Ve tretim radku je provedena de-
rivace na transformaci casové zavislosti svétla. Ve ¢tvrtém radku po-
uzijeme Schrodingerovu rovnici ih%\@) = H|¥). V poslednim radku
je vlnova funkce sestrojena z inverse vztahu (229).

29Tento krok je podobny jako potlaeni &asovych zavislosti vinovych funkci v Diracové representaci.
30Koherentni stav vyrobime z vakua operdtorem posuvu |a) = Dq|@). Vynésobime-li rovnici inversnim operato-
rem, prevedeme koherentnf stav na vakuum DJ|a) = DiDa|0) = |0).
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Oznacime transformovany Hamiltonian
H, = D! eif™ (H — Hy) e w1,
DI exllt! (H, 4+ Hy) e #l7t D,
= H,+ D! ewllt! gy e~allrip (231)
Nejprve jsme pouzili, ze Hamiltonian je slozen ze tri c¢asti. Pak sku-
tecnost, ze obé transformace piisobi pouze na operatory elektromag-
netického pole a elektronovy Hamiltonian na nich nezavisi.

Nakonec pouzijeme skutecnost, ze interak¢ni Hamiltonian néjak za-
visi na kreac¢nich a anihila¢nich operatorech, Hy = Hila, a']. Transfor-
mace pusobi pouze na tyto operatory

Di ettt ¢ o=t D = DI g ' D, = (a + o) . (232)
a sdruzené
D} eifltt of e 771D, = (ol + @) e, (233)
Odtud dostaneme vysledny transformovany Hamiltonian
H, = H+ Hi[(a + a) e, (a' + &) e '] . (234)

V klasickém popisu svétla zanedbame kvantové fluktuace pole ko-
lem jeho koherentni hodnoty,

HY = He + Hy | € @ e7] . (235)

Toto zanedbani je podobné tomu, jako kdyz v nepritomnosti lasero-
vého signalu zcela opomineme, ze atom interaguje se svétlem. Pro
vlastnosti, u kterych Ize ignorovat, ze miize dojit ke spontannimu vy-
zareni energie, je zanedbani fluktuaci pripustné.

Slozitymi transformacemi jsme se dopracovali vysledku, ktery asi
ctenar ocekaval. Klasické priblizeni znamena, ze vektorovy potencial
vstupujici do interakéniho Hamiltonianu bereme jako c¢iselnou funkci,
nikoli jako operator,

HY = Hy. (236)

11.2 Dvouhladinovy model a pribliZzeni rotujici vinou

Kazdy atom méa nekonec¢né mnoho excitovanych hladin a ty navic na-
vazuji na energie, pti kterych je jeden nebo vice elektronti uvolnéno.
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Oznacime-li vazané stavy |u) a stavy s jednim uvolnénym elektronem
o hybnosti k jako |u, k), pak i Hamiltonidn jednoho atomu s maxi-
malné jednim odtrzenym elektronem je pomérné rozsahla velicina

HA = % |M>H,uu<y‘

b e (1) K]+ A ]

(2m)?
/ (Qd:)?, (Qd:)s %V: |1up) Hpox (VK. (237)

Predpokladame, ze zname diagonalni podobu tohoto Hamiltonianu za
nepritomnosti svétla, pro A = 0. Vektorovy potencial propojuje rizné
hladiny.

Pokud nas zajima prechod mezi dvémi blizkymi hladinami, mii-
zeme dalsi hladiny zanedbat. Misto témér plného Hamiltonidnu (237)
bereme jednoduchy modelovy Hamiltonian

Ha = |s)Es(s| + [p)Ep(p| + [5)Aj o (p| + |P) AJps(s]- (238)

Znacenim podsouvame, ze se jedna o s a p stavy atomu. Neni to nutné,
mohou to byt libovolné stavy. Budeme pouze predpokladat, ze stav
oznaceny s lezi energeticky pod stavem p, tedy F, < E,,.

Pokud svétlo rozlozime do modii

h

2€wq

A=A +A"= Z f)\q(O) (o_z,\_q elwal + Qg e—iwqt) (239)
Aq

dostaneme interakcni ¢len jako soucet prispévku pres kladné frekvence
A~ a zdporné frekvence A*. Kazda ze slozek mé jinou tlohu. Slozka
A~ kterad vznikla z anihila¢niho peratoru a popisuje pohlceni fotonu
atomem, vyhodi elektron ze stavu s do stavu p. Naopak, A* shodi
elektron z p do s. Prispévky, ve kterych se slozka A* pokousi prevést
ze stavu s do stavu p a pritom mu bere energii mizeme vyloucit. Stejné
tak je zanedbatelny prispévek A~ k prechodu z p do s. Zjednoduseny
Hamiltonian tedy zni

Ha = |$)Bu(s| + D) Ep(pl + [5)A*jop(pl + [P)A jpulsl.  (240)

Toto zanedbani se nazyva priblizeni rotujici vinou. Prestoze vektorovy
potencial v tomto priblizeni neni redlny ale komplexni, Hamiltonian
je Hermitovsky.
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Nakonec jesté drobné priblizeni, kterym si uSetfime psani. Jako
interakci uvazujeme pouze dipdlovy clen linearni ve vektorovém po-
tencialu BB IAF

=P AT R iw AT = - =E* 241
ih 4 ot (241)

Frekvence prispivajicich modt jsou totiz velmi blizké rozdilu energii
obou hladin, hiwyq =~ E, — E;, jinak neméa piibliZzeni dvouhladinovym
modelem smysl.

Vysledny modelovy Hamiltonian je

Ha = |s)Buls| + [p) Eylp| + ) E*duplp| + [PVE (sl (242)

v/

Prehlednéjsi je maticovy zapis

E, E‘d,,
HA_<E_ i, B ) (243)

11.3 Rabiho oscilace

V priblizeni druhého radu jsme spocetli, ze vlivem pole miize elektron
preskocit ze stavu s do stavu p, ale i naopak. Pokud je vnéjsi pole silné,
budou probihat oba procesy a budou se misit nebo stridat. Jak takové
neustalé prechody mezi stavy probihaji si spoc¢teme z dvouhladinového
modelu.

Pro jednoduchost uvazujeme svétlo laseru, které je nahle zapnuto
v case t = 0 a pak sviti s neménnou frekvenci a intensitou

Efd,=Ve ™ pro ¢>0. (244)

Jako pocatecni podminku vezmeme atom ve stavu s.
Budeme tedy resit casovou Schrodingerovu rovnici

L0 (s [ Ey Vet Vg
Zha ( ¢p ) - ( Veiwot Ep ) ( wp ) ) (245)

neboli soustavu dvou rovnic
) .
ihat¢s = Es¢s + Ve_lWOt¢p

o .
iha%, = By, + Vel (246)
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Casova zavislost Hamiltonanu je neptijemné komplikace rovnice.
V priblizeni rotujici viny ji lze odstranit substituci

W, = el o) (247)

kterou soustava (246) prejde na soustavu s konstantnimi koeficienty?!

0 -
h—1, = E
ihorthy = Bby + Vi,

L0 - .
zhaiﬂp = (B, — hwo)yy + Vbs. (248)
Reseni soustavy predpokladame ve tvaru
w = ( 1@8 ) — e—iwatwa + e—iwbtwb, (249)
bp

kde ¥" s v = a,b nezavisi na Case a predstavuji dvé nezavisla reseni
soustavy

hoy = Egpl + Vi
hwbl = (B, — hwo)yy + V. (250)

Soustava ma reseni jen kdyz
fiway = E. £ VV2+ AL, (251)
Zde E, = %(ES—I—EP—th) je stfedni frekvence a A = %(Ep—Es—hwo)

je rozladéni svétla vici energii prechodu.

Pro velké kladné rozladéni A > |V| jde vV2+ A2 - A a hw, —
E, —hwy odpovida kmitim stavu p zatimco hw, — E odpovida stavu
s. Pro velké zdporné rozladéni A < —|V| jde vV? 4+ A% — —A arole
prohodi, hw, = E, zatimco hw, — E), — hwy. Pro mala rozladéni jsou
stavy promichany.

Jesté musime treSeni nastavit na pocatecni hodnotu v ¢t = 0, kdy
predpokladame atom na dolni hladiné, tj. ¢ = 1 a zzp =1, = 0. To
nam dvé podminky

i+t =1  a P+ b = 0. (252)

31Pfiblizeni rotujici vinou je nutné. Pokud bychom v Hamiltonidnu zachovali cely vektorovy potencidl, po sub-
stituci by zanedbané ¢leny oscilovaly s frekvenci 2wg.
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Vzajemny pomér s a p slozek v feSenich je dan soustavou (250),32
V b V b

a_ _ a - . 253

wp : . /V2 j 2¢5 wp : /V2 2 2¢S ( )

S pocatecni podminkou (252) z téchto vztahi plyne

. 1 A 1 A
Ve =-1— ———— Po==- (14 ——]. (254
2 VVZ 4+ A2 2 VV2 4+ A2

Je-li A > |V| je a-feSeni blizké p stavu a ma malou amplitudu, za-
timco b-teSeni je blizké s stavu a ma amplitudu blizko jedné. Pro
A < —|V| se role prohodi, takze feseni blizké stavu s ma vzdy vétsi
amplitudu.

Kvadrat amplitudy vlnové funkce ve stavu je

—iw a ) 2 V2 ] !
|¢s‘2 — ‘e “t¢5 +e bt¢2‘ =1 m Slﬂ2 <§wRabit> ) (255)

kde
2
WRabi = ﬁ\/W + A2 (256)

je Rabiho frekvence. Pravdépodobnost, Zze najdeme atom ve stavu
s tedy klesa a stoupa s periodou danou Rabiho frekvenci. Obsazeni
stavu p nemusime podcitat, je ddno normou |, | + [vs|? = 1.

Srovnejme Rabiho oscilace s popisem prechodi pomoci pravdépo-
dobnosti ve druhém radu sily interakce, neboli ve druhém radu veli-
kosti elektrického pole. Zanedbame-li kone¢nou sirku cary, pak podle
(209) prechod nastane jen kdyz je svétlo presné naladéno, A = 0.
Jelikoz jsme zanebdali spontanni prechody, je pravdépodobnost pre-
chodti dolit p — s a nahoru s — p stejnd. Rovnovaha se tedy ustavi
pro polovic¢ni zaplnéni obou hladin.

V neporuchovém vyrazu (255) jsou prechody mozné i pii konec-
ném rozladéni. Nedojde k ustaveni rovnovahy, ale obsazeni se neustale
preléva mezi stavy s a p. Frekvence prelévani — Rabiho frekvence —
je nenulova i kdyz je svétlo presné naladéno na pocatecni a koncovy
stav. V tomto pripadé muze svétlo stav s uplné vyprazdnit, coz je ve
druhém radu vylouceno.

32Pouzijeme tifeba druhou rovnici a nakonec dosadime za frekvenci Wa,b-
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12 Opticka Blochova rovnice

Popis atomu vlnovou funkci je omezen na cisté kvantové stavy. Aby-
chom popis rozsirili i na stavy smisené, zavedeme redukovanou matici
hustoty.

Meéritelna veli¢ina S je dana maticovym elementem

S = <"¢|5|¢> = Ssswslzs + Sspwplzs + Spslbs&p + Sppwp&p = TI'(p¢S).
(257)
Pro cisty stav ¢ je systém tedy popsan matici

_ _ ¢51§s ¢szép
py = [V) (Y] = (%% b, ) : (258)

O systému rikame, ze je ve smiSeném stavu, kdyz skutecny stav
nezname, ale mize urcit pravdépodobnost wy, se kterou by to stav
1 mohl byt. Pro méritelnou velicinu pak mizeme urcit pouze stiredni
hodnotu pres vsechny mozné stavy,

S = Su(ulsly) = SuyTe(o8) = Te(pS). (259
Smiseny stav je tedy popsan redukovanou matici
p=Swsps = (0 7). (260)
v Pps  Ppp

Tato matice se nezadava vyctem pravdépodobnosti, ale hodnotou ma-
ticovych elementi.

Elementy redukované matice hustoty maji prfimocarou interpretaci
pro velky soubor atomi. Vezméme si N atomi v objemu €2. Pocty
atomt ve stavech s a p jsou

Ng = Npgs Np = Nppp. (261)

Nediagondlni element dava koneénou hodnotu dip6lu d = Tr(pd). Ta
je spojena s polarizaci systému P =D — €&
N N
P = 5’1‘1‘(p d) = aQ 2Re(pspdys)- (262)
V klasickém priblizeni je £ = E.
Vyjadiime-li permitivitu prostiedi € pres permitivitu vakua gy = €
a susceptibilitu x vztahem e = €¢(1+x), potom pro isotropni prostiedi,
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kde polarizace a elektrické pole maji stejny smér mizeme susceptibi-

litu najit z polarizace,
P+ N d S N iw 2
X=mr =gt =g o el (263)

12.1 Blochova rovnice

Ze Schrodingerovy rovnice ih%w) = H|¢) a jeji sdruzené podoby
—ih2 (| = (¢|H, dostaneme Blochovu rovnici
0 1
—p=—(Hp—pH). 264
5" = 77 (Hp = pH) (264)
Na rozdil od Schrédingerovy rovnice, do Blochovy rovnice lze za-
pocitat prechody, at jiz spontanni ¢i vynucené tepelnym Sumem elek-
tromagnetického pole v okoli. Navic mizeme snadno zapocist i vliv
srazek na zareni.
Pri prechodu p — s zanikne atom ve stavu p a pribyde atom ve
stavu s. Tento proces ma charakteristicky prevraceny cas
1 1
—(n+1), kde n = 265
2Tp( + ) ekBT(E —E) -1 ( )

je Bose-Einsteinova distribuce fotont pro energii prechodu a 7, je doba

Tp =

zivota pro spontani emisi ze stavu p do stavu s. Prechod ze stavu s
do p ma rychlost v, = Ln
P
Pokud na plyn nesv1t1 laser, je rozdéleni atomu mezi stavy s a p

dano bilan¢nimi rovnicemi

0 0
_NS — 2 N - 2 SNS .
ot Tl ot

Protoze neuvazujeme zadné procesy mimo stavy s a p, soucet atomiu

Ny = 27;Ng — 27, N,,. (266)

s v téchto stavech se s asem neméni, 2 (N, + N,) = 0. Rovnovaha se
ustavi kdyz %N s = 0, takze pomér obsazeni
N;q:E: n :ekBT(E E)
by, n+1

spliiuje princip detailni rovnovahy. Z podminky NJ4 4+ Nj1 = N pak

(267)

dostaneme

(Ey-E)
Ned = N nea— Ve o (268)
T et BTR) B i

33Pouzijeme, 7e Ve w0t = ds, ET.
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Pouzijeme-li vztah N, = N — N, k vylouceni N, z prvni rovnice (266),
a podobné vylouc¢ime N, ze druhé rovnice, mizeme pak tyto rovnice
prepsat pomoci rovnovaznych rozdéleni

0 0

— Ny = 2y (N — N —N, =2v (N4—= N,), 269

8t Y ( s ) 8t p Y ( p p) ( )
kde rychlost relaxace je

1
Y=9+7 = 5 (2n+1). (270)

S
Relaxaci plynu k rovnovaznému rozdéleni miizeme skloubit s Blo-
chovou rovnici,

%p:%(ﬂp—pHH?v (h* = p). (271)
Kromé prechodii mezi stavy lze zahrnout i vliv srazek atomi na
matici hustoty. Uvazujme pouze elastické srazky, pri kterych se za-
chovava soucet kinetickych energii atomi, takze nedojde k prechodu
mezi s a p stavy atomil. Pfestoze nenastane prechod, redukovana ma-
tice se srazkou zméni. Po dobu srazky je energie stavu E ptisobenim
narazejicitho atomu pozménéna na Fy + d F, takze celkova faze stavu
eits = o [ Esdl go zman{ o veli¢inu e% = eif‘SEsdt, ktera je v podstaté
nahodna. Podobné nahodile se zméni i faze stavu p. Zména fazi se
vykrati na diagonalnich ¢lenech matice hustoty, coz odpovida tomu,
ze nedochazi k prechodiim mezi stavy. Mimodiagonalni ¢leny ale na-
hodilym posumen rozdilové faze e?(?~%) yymiraji. Oznacime

o= ) (212)

0 Ppp
a vymirani mimodiagonalnich ¢lenti pridame do Blochovy rovnice
0 1
5P = 7 (Hp = pH) +27 (0 = p) + 27 (0* = p)- (273)
Prepisme si Blochovu rovnici do slozek
o) Vo V.
e - —twot 0 ot —9 __eq
8tpss i Pps ihe Psp 7(pss pss)
0 Es - E, vV o_ Vo _.
— D — 87_2 _20 S__—'Lw()tss Y —iwot '
ot ( ih K 7)’”’ ine PRSP
(274)
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Zbyvajici dvé rovnice nahradi norma pgs + ppp, = 1 a samosdruzenost
Pps = Psp-

Predchozi odvozeni bez defazovani srazkami predpoklada utlum
mimodiagonalnich ¢lenti s rychlosti 27, tedy |psy| ~ e 2. Z caso-
vého vyvoje ale vime, Ze spontanni emisi a vynucenymi pirechody
vlnové funkce klesaji jako |1s| ~ e 7" a |i,| ~ e 7. Mimodiago-
nalni cleny nejsou dopliovany prechody, pouze koherentnim vyvo-
jem vlnové funkce. Pokles mimodiagonalnich c¢lent je tedy zhruba
|pspl ~ |Ws||[tp| ~ e+ = =7 Nejsou-li srazkové piispévky pii-
tomny, mizeme vzit v, = —%7 a touto zapornou cetnosti napravit
nadhodnoceny utlum mimodiagonalnich ¢lent.

Opét koeficienty soustavy (274) zaviseji na case. Této casové zavis-
losti se zbavime zavedenim mimodiagonalnich elementii ve tvaru

Psp = e_iwotﬁsza Pps = eiwotﬁps- (275)
Soustava (274) tim prejde na
0 1% 1%
A, Pss — _~s_._~s — 2 ss oo
vl P = 2P = 27(Pss = Pl)
2~ B (ES—EP—I—hwo 5 5 >~ v +K
atPSp = i v Ye | Psp Z.hpss Z.hppp-

(276)

Zarazeni ttlumovych mechanismt zna¢né méni chovani systému pro
dlouhé casy. Bez tlumu reseni vé¢né osciluje, s atlumem nabyva sta-
cionarni hodnoty. Pro pomala méreni spektralnich vlastnosti je staci-
onarni reseni odpovidajicim popisem.

12.2 Spektralni ¢ary v susceptibilité

Ve stacionarnim rezimu jsou casové derivace nulové a Blochova rovnice

(276) se zjednodusi na dvé rovnice pro dvé neznamé*
%4 %
0 = __~s__~s —2 ss o
7 Pps = 2P = 27(Pss = Pls)
Es — E, + hwy . V V
0 = 2 — 2y —2 c> sp = .z Mss Tz .
( in V) Py P P

(277)

34V soustavé se vyskytuje jesté ppp = 1 — pss a pps = ﬁsp. Pfi vypoc¢tu komplexné sdruzeného elementu ﬁsp je
tFeba komplexné sdruzit druhou rovnici ze sady (277).
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Soustava ma feSeni, jehoz mimodiagonalni prvek je
E; — E,+ hwy — 2ih(y + 7e)
(Be = By + hwg)? + 412(y + 92 +4V2 (14 2)

Psp = —V(2p§2 - 1)

(278)
Susceptibilitu spoc¢teme podle vzorce (263),
. N ﬁsp 2
N
= g I 20— 1)
E,— E,+ hwy — 2th c

(By — By + hwo)? + 452(y + 702 + 4V (1+ 2)

Imaginarni ¢ast susceptibility ma maximum pro hwy = E,—E;. Velkou
hodnotu ma i v blizkém okoli daném Sitkou spektralni cary.
Spektralni ¢ara ma Sirku
1 V2 7,
— = 2+ — (1 —C>. 280
> J(w%) 4o (142 (280)
Pro slabd pole V' — 0 se vztah (280) zjednodusi na iT — 7+ Ve

2
Zapocteme-li kompensaci nadhodnoceného ttlumu mimodiagonalnich

¢lend, dostaneme 7y, = —%’y + 7., neboli % — v + 29.. Toto je prepis
vztahu (206) pres parametry Blochovy rovnice. Parametry Blochovy
rovnice tak mtizeme ztotoznit s piedchozi teorii, v = = a v, = -
Tn 27

Pro silné svétlo se spektralni ¢ara rozsiii.>® Pro hodné silna pole je
sirka c¢ary umeérna Rabiho frekvenci presné naladéného pole.

Rozsiteni c¢ary je jeden z prikladl nelinedrni odezvy systému na
sveétlo. Blochova rovnice je oblibena v teorii laserové spektroskopie
prave pro snadny popis nelinearnich jevi.

12.3 Saturace a oscilace

Blochovu rovnici mtizeme pouzivat k vypoctu prechodového chovani
kratce po zapnuti pulsu. Predpokladejme, Ze reSeni se sklada z jiz
diskutovaného stacionarniho reseni a exponencialnich c¢leni
t Mot | b Mt Aot
p=p>" + plett + ple 4 pletet. (281)

35Nezndm spravny &esky nazev tohoto jevu. Anglicky nazev je power broadening.
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Amplituda stacionarniho ¢lenu je dana rovnici, predevsim detailni
rovnovahou mezi emisemi a absorbcemi z tepelného Sumu. Amplitudy
pridanych ¢lentt mohou byt jakakoli, jsou urceny pouze pocatecni pod-
minkou.

Po odecteni stacionarniho reseni dostaneme ze sady (276) tii sady
roviic,

v v 4 ~y V ~U v
A Pss — Epps o %psp o 27/)53
v v Es - E + hwo v V v
N, = ( z'];i — 2y — 2%> Py — QEpSS, (282)

kde v = a, b, c. Jako doplikova rovnice je p,; = ﬁzp. Obsazeni stavu p
spliuje py, = —pi;.
Rovnice (282) maji nenulové feseni jen kdyz A spliuje

4V?
(A +27) (A4 27+ 290)? +4A%) = 7(A +2y+27.),  (283)

kde hA = J(E,— E;—hwy) je rozladént jiz zavedené pod rovnici (251).

Jako kazda kubicka rovnice, ma (283) analytické feSeni, které ale
zabere mnoho radki. Omezime se proto na systém, kde srazkové roz-
Sifeni neni dulezité3® a mizeme polozit 7. = 0. Pak mtizeme kratit
A 4 27 a najit koteny zbyvajici kvadratické rovnice, takze

V2
A= —2y AP = 2y 4 24| A2 — - (284)

13 A -systémy

Modelem atomu se dvéma energetickymi hladinami mtizeme popiso-
vat pouze procesy, pri kterych je frekvence svétla blizka rozdilu ener-
gii vybranych hladin. Pokud systém osvitime jesté jinou barvou, je
potieba zapocist dalsi hladinu. Trihladinové modely dovoluji popsat
nelinearni i¢inek svétla jedné barvy na svétlo barvy jiné.

Uvazujme plyn atomt se tfemi hladinami F; < Eq < E,. Skrz tento
plyn sviti svétlo o frekvenci iw ~ E,— Ej. Cést svétla je pohlcena, coz

36Podminka 7. = 0 neznamend, %e srazkové rozsifeni viibec neuvazujeme. Pro nulové srazkové rozsiteni jedno-
duchy relaxa¢ni ¢as nadhodnocuje Gtlum mimodiagondlnich ¢lend matice hustoty a jako kompensaci musime brat

Yo = —37-
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lze vidét ve snizené pruzracnosti. Toto pohlcené svétlo je pak znovu
vyzareno do okoli, coz lze vidét jako luminiscenci.

Pokud na plyn zasvitime dalsim laserovym svazkem svétla o frek-
venci hS) ~ E, — Eq4, vzroste prizrac¢nost plynu pro svétlo frekvence w
a také klesne luminiscence na této frekvenci. Tento jev se proto nazyva
bud opticky indukovana pruzracnost nebo opticky indukovany temny
stav. V této kapitole si spocteme opticky indukovanou priizracnost.

13.1 Indukované rozladéni rezonance

Pro Hamiltonian trihladinového atomu pouzijeme opét priblizeni ro-
tujici viny. Plsobici svétlo zahrneme jen pro prechod, kde ma rezo-
nancni charakter. Podobné jako v rovnici (245) dostaneme efektivni

Hamiltonian .
Es ve—zwt
H=|ve E, Ve |, (285)
Ve—z'ﬂt Ed

Hladiny jsou usporadany tak, aby matice méla tridiagonalni tvar,
takze nejvyssi hladina je umisténa uprostired matice. Maticové ele-
menty jsou setrojeny z dipélovych momentii a elektrického pole. Jejich
ptivod je ziejmy z polohy v Hamiltonidnu.?”

Budeme tedy opét tesit casovou Schrédingerovu rovnici

a ¢S ES /Ue_iwt ) ¢S
i | ¥ | = vet B, Ve |14, |, (286)
Ya Ve ™ Ey Ya

neboli soustavu tii rovnic
. d —iw
Zhalbs — Esws + ve t%
0 . .
iha% = By, +veh, + Ve,
.0 —iQt
Zhawd = Egpg+ Ve Y. (287)

Casovou zavislost Hamiltonanu odstranime substituci

1;8 — eiwt—%Ept wsa &p = e_%Ept wpa &d = eiQt—%Ept ¢d, (288)

—iwt

37Zjevn& na prisetiku stavii s a p je element sestrojeny z dipdlu dsp, takZze ve = Ej}dsp, a podobné& pro

elementy mezi p a d stavy.
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kterou soustava (287) prejde na soustavu s konstantnimi koeficienty
L 0 - - -
Zhaiﬁs — 5¢s +U¢p
L 0 - > ~
2h§¢p = v + Vfy
o - 3 3
ihsba = A+ Vi, (289)
kde 6 = Es— E, —hw a A =E; — E, — hSd.

Reseni soustavy predpokladame ve tvaru
f%p — e_Z/\“tCaiﬁa + e—zAbtcb¢b + e—zAthc¢c’ (290)
Yd

kde ¥" s v = a, b, c nezavisi na case a predstavuji tfi nezavisla reseni
soustavy

¢

Il

AL = SYY + v
AN = ol + Vi
WY = A+ Vg, (291)

Soustava ma feseni jen kdyz frekvence vlastnich kmita splnuje seku-
larni rovnici

(8 — BX) (RA(RA — A) = V?) = 0*(RA = A). (292)

Nebudeme resit kubickou rovnici, omezime se na diskusi presné na-
ladénych frekvenci, 6 = 0 a A = 0. Potom je feSeni rovnice (292)
jednoduché

1
Ao =0 Moo = V02 V2, (293)

Jedna cast feseni se s Casem neméni a dvé osciluji s opa¢nymi frek-
vencemi.

Vlastni vektor ¢)* je FeSenim soustavy (291) pro § = 0, A = 0 a
Ao =0,

0 — Ta N
- Ulép - - V2412
0 = vyt + Vg takze ¢ = 0 : (294)
0 = Vyp ~ Ve
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Vlastni vektor "¢ je FeSenim soustavy (291) pro 6 = 0, A = 0 a

Mo = £1V/Z T T2,

- v
+v U2+V2‘ég’c = U¢b . 3 V202)
mwé = wbbc FVP takze PhC = iﬁ
2 2 C C
STV = Vi) —
(295)

Koeficienty ¢, . urcime z pocatecni podminky v ¢ = 0. Na pocatku

je atom v zakladnim stavu ¢y = 5. VSechny expononenty jsou vt = 0

rovny jedné, takze ze \/2(v2+V?2)Y = /2(v2+V2)1), plyne

v

V2V +vet+ve = 2024+V?2) Co = Jzom
(V2+V2)(cp—c.) = 0 takze € = 72(52“/2) :
20¢c,+Vep+Ve =0 . = ¢
(296)

Smotujeme-li celé reseni, dostaneme vlnovou funkci

(et (T
P = — zmsm(hvﬂ—i—\ﬂ t) |- (297)
—vr e oos (VR + V2 )

Reseni (297) ma ocekavané rysy. Pro ¢t = 0 je stav s plné obsazen a,
toto plné obsazeni se vraci s vlastni periodou systému. Obsazeni stavi

p a d je umérné sile Cerpani ze stavu s. Slozitéjsi zavislost FeSeni na
sile pole svazujici stavy p a d. Cim silnéjsi je tato vazba, tim méné
vlnové funkce opusti stav s. Jinymi slovy, zapnuti pole s frekvenci
Q2 vypina prechody buzené frekvenci w. Toto je svétlem indukovana
pruzracnost. Rabiho frekvence prechodii mezi p a d stavy totiz vstoupi
do resonanc¢ni podminky pro prechody mezi s a p stavy, ¢imz rozhodi
puvodni rezonanc¢ni naladéni frekvence w na prechod.

13.2 Stacionarni rezim

Rozladéni rezonance vysvétluje podstatu indukované prizracnosti, ne-
miize vsak poskytnout jeji kvantitativni popis. K tomu je nutné za-
hrnout alespon spontanni prechody ze stavu p do stavu s, a s nimi
spojenou konec¢nou dobu zivota vybuzeného stavu.
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Sformulujme si nejprve cil vypoctu. Rychlost svétla v prostredi je
dana susceptibilitou cpyn = \/%_u = \/++—x Je-1i susceptibilita kom-
plexni, svétlo je pohlcovano.

Potrebujeme spocitat imaginarni ¢ast susceptibility y. Pohlcovana
slozka svétla se vaze na prechod mezi s a p stavem, miizeme tedy
pouzit vzorec (263) bez uprav. Pro linearni ptiblizeni ndm tedy bude
stacit najit imaginarni ¢ast nediagonalniho elementu matice hustoty
psp Vv linedrnim piiblizeni v sile pole v.

Prejdeme od Schrédingerovy rovnice na Blochovu rovnici (271).
Tento tvar rovnice plati nezavisle na poctu uvazovanych stavi na
atomu. Pro presny popis bychom méli zapocist riizné mechanizmy
relaxace, pro jednoduchost nechame pouze jeden relaxacni cas s rov-
novaznou distribuci odpovidajici zakladnimu stavu,

pod = a ostatni ¢leny nulové. (298)
Transformaci
iwt—% Ept e~ iwt+y Eyt
[)' = e_%Ept p G%Ept
iU~ Byt o iQt+7 Ept
(299)
prejde Blochova rovnice na rovnici s casové nezavislymi koeficienty,
0 1, - ~
5 = —(Hp— pHT
ai? = g (o= o)
2 . .
+ ﬁ (7psppp + 'Ypspdd) P
2 _ .
+ ﬁ (75ppss + 7dppdd) Pp
2 . .
+ ﬁ (’Xsdpss + 'Ypdppp) Pd7 (300)
kde efektivni Hamiltonian
_ 0 — Z")/sp — 1Ysd v
H= v —Yps — Ypd %4 (301)
4 A — iYap — Vs

ma redlné ¢leny podle koeficient Schrédingerovy rovnice (289) a ima-
ginarni cleny popisuji tbytek atomi v jednotlivych stavech. Tento
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prepis odpovidd vymirani vilnové funkce doplnéné o atomy vracejici
se do diagonalnich clenii matice hustoty. Navrat atomi je vyjadren
pres projekcéni operatory

Ps = ‘S><S|7 Pp = |p><p‘a Pd = |d><d‘? (302)

tvorici Gplny rozklad jednicky P, +P,+4 P4 = 1. Rychlosti pfechodi ze
stavu s do p je oznacena ), ostatni obdobné. Vzhledem ke spontannim
emisim je s 7 Yps-

Ve stacionarni stavu je casova derivace transformované redukované
matice hustoty nulova, takze Blochova rovnice se zjednodusi na line-
arni soustavu algebraickych rovnic

i(Hp—pH') = 2 (Ypshpp + YasPaa) Ps
+ 2 (7spﬁss + 7dpﬁdd) Pp
+ 2 (7sdﬁss + ’7pdﬁpp) Pda (303)

Tato soustava je stale prilis slozitd. Omezime se na linedrni odezvu
v poli v. Rozlozime proto efektivni Hamiltonian na neporusenou cast

Hy a poruchu,
0 v
H=|v 0 . (304)
0
Neporugens ¢ast je H pro v = 0, takze obsahuje Gplné pole V.
Reseni soustavy v nultém fadu pole v,

v <I~{Oﬁo - ﬁoﬁg> = 2 (7psﬁgp + 'Ydsﬁgd) Ps

+ 2 (’YSPﬁgs + ’deﬁgd) P,

+ 2 (Vsabls + Wpadyy) Pas (305)
neni obtizné, ale jeho tplnou podobu nebudeme potrebovat. Staci nam
védét, ze dojde k néjaké zméne diagonalnich clent, tedy obsazeni stavii
spd, a ze z mimodiagonalnich ¢lent je nenulovy pouze ﬁgp.

Linearni opravu gy, k nulovému feseni dostaneme z rovnice
i(H = H) = —i(Hop — )

+ 2 (VpsPp + VisPua) Ps

+ 2 (’Yszoﬁlss + ’deﬁéld) Py

+ 2 (’)/Sdﬁlss + 7pdﬁ;p) P4, (306)
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Leva strana je nulova pro vSechny diagonalni elementy. Pro ele-
menty pp a dd je toto tvrzeni trividlnim disledkem nulovych ¢leni
poruchy H’. Pro ¢len ss plyne nula z nulové hodnoty elementu redu-
kované matice hustoty ﬁgp = 0. Diagonalni elementy rovnice urcuji
diagonalni elementy matice hustoty. Nasli jsme, ze oprava k diagonal-
nim c¢lentim matice hustoty je nulova

fos =0 ﬁ/pp =0 Paa = 0. (307)
Tim se rovnice (306) zjednodusi na
Hyp — fH) = p°H' — H'p. (308)

Zménu pruzracnosti popisuje susceptibilita y. Ta je imérna mimo-
. /7 z v ~/ _ . .
diagonalnimu clenu pj, = 0. Vezmeme tedy nejprve sp element rovnice

(308),
(6 — iDsp) By — Vg = v(Pas — ). (309)

kde zkracujeme znaceni

Fsp = Ysp + Ysd + Vps + Vpd
I'sa = Vsp T Vsd T Vap + Vds- (310)

K vyreseni hledaného sp ¢lenu redukované matice hustoty potirebu-
jeme jesté sd clen. Vezmeme tedy nejprve sd element rovnice (308),

(6= A= iTy)ily — Vil = 0. (311)

sp
Nyni staci dosadit z (311) do (309)
Py = V(P — Bpy) 08—t -
P TP — D) (6 — A —ilgq) — V2
Chovani systému je zajimavé tehdy, kdyz mezi stavy s a d dochazi
pouze k velmi malo pravdépodobnym prechodiim. Pro stav p dosta-

(312)

tecné vysoko nad stavy s a d je pravdépodobnost tepelné stimulované
emise zanedbatelnd, v, = 0 a 74, = 0. Pfechod mezi s a d je ne-
pravdépodobny vsa, Yas <K Vpd, Vps, takze I'sq < vpa, Vps- Lze dokonce
snadno splnit i I';; < V. Potom susceptibilita klesa na zanedbatelnou
hodnotu ~ TI'yyV =2 tehdy, je-li rozladéni obou svétel shodné. Oblast
poklesu susceptibility je je velmi tizka a vyzaduje presné sladéni obou
laserti. To je ale dostupné.
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13.3 Zastavené svétlo

Svétlem (2 modifikovand susceptibilita dovoluje ménit pohyb svétla

frekvence w plynem za velmi kratkou dobu. Je napriklad mozné nechat

svétlo w vniknout do plynu a pak osvicenim €2 ze strany svétlo w v

plynu natolik zpomalit, Zze se prislusny jev nazyva zastavenim svétla.
Z Maxwellovy rovnice v prostredi dostaneme disperzni relaci

8,uw(21 = ¢ neboli (1+ X)Wi = 2% (313)
Vinovy balik se pohybuje grupovou rychlosti
Owq c 1
u = = —. (314)
0q ~/1+X1+%(1+x)‘5§—f§

Pti derivaci vztahu (313) jsme pouzili, Ze v dipdlovém priblizeni suscep-
tibilita nezavisi na impulzu q.

Imaginarni ¢ast susceptibility neni podstatna pro grupovou rych-
lost. Potfebujeme tedy redlnou ¢ast matice hustoty. Podle vzorce (263)
prevedevého do velicin, které zde pocitame je rovna

N ps : N Re ps
= ) Tp |dps\2, neboli Rex = ) Tp |dp5\2. (315)

V linearnim priblizeni ve sile pole v, pro A = 0, I'yy — 0 a pro
0 — 0 dostaneme 5
~ 0 =0
Psp ~ _v(pss - ppp)ﬁ' (316)
Pro presné naladéni § = 0 je realna cast susceptibility nulova, ale jeji
derivace je nenulova. Potom

1
U==c T L ORev " (317)
1+ 2 wa
Podle vzorce (315) vypocteme derivaci
ORe N 1 .. ORepy, N P — o
=—= = |d,l° P=— |dyl* h =52 (318
Ow Qv‘p| o) Q‘p| V2 (318)

Pro spravné zvolenou silu pole ztistanou predpoklady teorie platné
a pritom jmenovatel nesmirné vzroste. Grupova rychlost svétla muze
klesnout proti rychlosti svétla ve vakuu velmi podstatné.
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